COM^ENDIO 

DE . 

MATEMATICAS 

PURAS.T MISTAS 

roii 

D. JOSE MARIANO VALLEJO t 

ex-Cateclrdtico de Matematicas del Real 
Setninario de Nobles de Madrid \ 

SEGUNDA EDICION. 

Corregida y aumentada , con varios caisos de ignaldad y semejanza 
de triangnlos , por la mucka importancia de esta clase de propo- 
«iciones, y tainbien con las formulas generates para determinaf 
1 os c#ntros de gravedad , y un tratado de Mecanica Industrial. 

TOMO IL 



MADRID: 

imprenta que fue de Garda, 
i 827 . 



©I(iZMM03 



\ df VI 






e ' TciM T.2A3U1 



v : uv ""•? ma\, .a. 

b'ii sfo ovv >\> c ^ 

,tt o i d i u a: ^ a n u o z a 

/ 

.jt:?iTer‘*rn3?. v ImMnHgi ab zoefcp son- / ix$D t iibi>J«5>a .is f ^no.) 

• *• '*»nfo : .-*5 db j}Iaiij*jlo«. j <i»i* al ’:■■'[ . • '••>:'» >&. 

•j/Uiiut •’cb ji'iii-i dalsnair aduitr : 2fil iioo i.l ' . :->:_ob:5 

.'ivvil.j’jLii a-j.VvK-Jdli* -i> wi)i n«ii jim v . Li>m j i j itb no'itjj i. «■• i 

.ii oi&>i 






.u. 



tame; v. 

> ) "$% hvh \v- 
.^■U S 




PROLOGO. 

.Aunque en este Compendio nos 
hemos propuesto el presentar una 
sucinta idea de todos los tratados 
matematicos, no por eso hemos omi- 
tido diligencia alguna que pueda 
'contribair para qu^ en el menor 
volumen posible, contenga el ma- 
yor numero.de verdades utiles. En 
su coordinacion hemos procurado 
seguir siempre un metodo rigoroso 
y exacto , para que no se interrum- 
pa la cadena de los conocimientos 
que comprende. Y aunque el cal- 
ciilo infinitesimal se esplica en el 
con toda exactitud : y precision, y con 
un grado de sencillez estraordina- 
rio, sin embargo, con el fin de ha- 
'cer esta obrita mas util a todo jene- 
ro de personas, hemos procurado 
no hacer uso de dicho calculo en 
los tratados Eisico-Matematicos. 
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APLICACION DEL ALGEBRA 

i;. V«f'.;.rbvj '■ • j j 1 .*i ’■ f-J, . ../•{ {; j.j'X.T 

A LA GEOMETRIA. 

i JL/a definicion del Algebra y el eonoeimiento 
que hemos dado de ella, manifiestaii que su caracter 
esencial es la generalidad j y el de la Geometria , que 
presenta a los sentidos los objetos de las ideas en que 
se.ocupa, es l a.c lari dad . Asi, cuando para generali- 
zar alguna. verdad geometrica se hace uso del Alge- 
bra, se dice qu zse aplica el Algebra d la Geometria j 
y cuando para hacer sensible algun resultado alge- 
braico se hace uso de la Geometria ,se aplica la Geo- 
metria al Algebra. Por lo cual bajo el nombre de 
apiicacion del Algebra a ia Geometria se entiende el 
uso que se hace de estas dos ciencias j ya sea para re- 
solver alguna cue st ion perteneciente d una de ellas , ya 
para resolver otra cualquiera . 

2 La aplicacion del Algebra a la Geometria tiene 
dos partes, a saber: manifestar como se pueden coni- 
truir por Geometria los result acbtrsde la andlisis j y 
como se pueden traducir analiticamente las cuestiones 
de Geometria. . . : . 

Priricipiardtnos por la primeracbnstruyendo las 
ecuaciones determinadas de primer o y segundo grade; 1 

Sea ia ecuacion propuesta x=a-hb—c: 
construir esta ecuacionj u otra cualquiera, es hallar 
una linea que esprese el yalor de ac. Para esto se ti- 
rara una linea indelinida DC. (fig. 1)5 desde uno cual- 
quiera A de sus pumos., se tomara hacia la derecha 
una parte AB igual con iacantidad/r; desde B tam- 
bien hacia la derecha , se tomara otra parte BC=fr; 
y desde C hacia la izquierda se tomara CE=c , y 
sera AE=AB-kBC — CE; 

y sustituyendo sus valores a, b, c, sera AE=z a-hb—c* 7 
pero antes teniamos xzna+b — c, luego AE— *5 

1 T. II. 



2 APLICACION DEL ALGEBRA 

luego se ha hallado una linea que espresa el valor de se. 

Es indiferente el tomar estas partes hacia la de- 
recha 6 hacia la izquierda del punto que se elige, 
que se llama punto de orijenj pero io que es esencial, 
es, que si las cantidades positivas se toman de iz- 
quierda a derecha , las negativas se deben tomar de' 
derecha a izquierda, 6 al contrario ; y si las prime- 
ras se toman de abajo arriba, las segundas se toma- 
ran de arriba abajo. 

Esc. Si se tuviese c=za-*-&, el valor de sc seria cero, 
y la construccion se reduciria a solo el punto A$ pero 
si fuese c>a+b , el valor de sc seria negativo, y la 
construccion daria para sc la linea AE' negativa, 

6 sczra-t- 1 ?— c=:AB-hBC— CE' zz— AE 7 . 

4 Sea ahora scrr— : para construirla tiraremos 



(I. 324) a arbitrio dos rectas AV, AZ (fig. 2) que 
formen un angulo cualquiera VAZj en uno de sus 
lados se tomara una parte AEz=c j en el mismo lado 
se tomara otra parte AC=aj en el otro lado se to- 
mara una parte AD=fr ? se unira el estremo E de la 
primera con el estremo D de la tercera por medio de 
una recta ED , y .por el estremo C de la segunda se 
tirara la CB paralela a DE, y la parte AB que corte 
cn el otro lado sera el valor de sc. 

En efecto, los triangulos AED, ACB, son $e- 
mejantes (I. 328) y dan 



AE:AC::AD;AB=. 



ACxAD 

AE 




que era lo que se pedia. 

5 Si la ecuacion por construir fuese sc: 




se reduciria la operacion (I. 324 esc.) a encontrar una 
tercera porporcional a las dos cantidades c y a. 



6 Sea la ecuacion sc= 



ab-bdb 

c-bd 



0 sc=- 



(a-bd)b 

C-bd J 



, A XA GEOMETIlfA# 3 

(porque en el numerador es coinun la cantidad b ) 9 
luego hailando una cuarta proporcional a c~hd , b y 
a~t-d 9 se tendra lo que se pide. 

a?~b 2 (a-hbYa — b) 

Sifuese x= 6 (I. § 116 esc.) x= , 



hailando una cuarta proporcional a c 9 a+b y a— b 9 
se tendria el valor de x. 

. 7 Toda ecuacion en que la incognita este repre- 
sentada por un quebrado, se puede construir con el 
ausilio de las cuartas y terceras proporcionales. Pa- 
ra esto se descompondra el numerador y denomina- 
dor en tantos factores como dimensiones tengan , y 
•se pondr.a por factor una letra igual con la unidad 
tantas veces como se necesite en uno de los termi- 
nos, para que resulte el numero de dimensiones del 
numerador una unidad mas que el del denominador. 



abc 



8 Si la ecuacion por construir fuese x= 9 

de 



la resolveriamos en factores de este modo x= , x — ; 

d e 7 

donde se ve que hailando primero una cuarta pro- 
porcional a las cantidades d 9 a 9 b 9 y llamandola m 9 

rib . mxc 

sena ? lo que dana xzz 9 

d e 

y hailando ahora una cuarta proporcional a e 9 m y c 9 
se tendria el valor de x. 



' ' ‘ . . . M 

9 bea la ecuacion que se quiere construir x =. — $ 

a 

como al denominador le faltan dos dimensiones para 
tener una menos que el numerador , espresaremos la 
Unidad por una letra cualquiera tai como c-j y como 
toda potencia de la unidad es igual con elia misrria, 
muluplicando el denominador por e 2 , que es lo que se 
neeesita para queen cl hay a una dimension menos que 



4 A2LICACI0N DEL ALGEBRA 

. b 4 b* b b 

en el numerador, se tendra = — ~ — X — x — ; 

c 2 xa c c a 

y estaria reducido a encontrar primero una tercera 
proportional a-c y 6, que llamandola w daria 

b b 
xsssmx — X — . 
c a 

Hallando ahora una cuarta proportional ac,wy 

b 

b, y llamandola w, sera xr=snx — . 

a 

Y hallando por ultimo una cuarta proportional a a , 
ft y fr, se tendra una linea que espresara el valor dex. 

io Si la ecuacion fuese *==p^-, 

multiplicarlamos el numerador a por la cuarta poten- 

. ~ . . ac* ac c c c 

cia de c=i , Io que daria =*t x— x-rX — •, 

b 2 d 2 b b d d 

y se construiria como la espresion anterior. 
t i r Pasemos a construir los radicales de 2.° grade. 

Sea x—v'aby 

tirese una linea indefinida AB (fig. 3); tomese en ella~ 
una parte AC =a j a continuation de ella tdmese otra 
CB =bj tracese sobre AB como diametro un semi- 
circulo ADB, y en el punto C levantese la .perpen- 
dicular DC j lo que (I. 333) dara AC:DC::DC:CB, 

de donde DC 2 =ACxCB=ab , y DC=\/ u£>= x 
que era lo que se pedia,„ 

12 Si fuese la ecuacion xss\f abc 9 
en que debajo del radical hay t res dimensiones , se 
pondria por denominador a la cantidad que hay de- 
bajo del radical una letra d igual con la unidad , y 

*1 / abc 1 / abxc 
seria x= y — -—7 
u a 



A IA GE0METR1A. * ; 

se hallaria primero una cuarta proporcional a d y a y 

b , y llamandola m se tendria x=\/ mcj 

que quedaria construida (i i) hailando una media pro- 
porcional entre m y c. 

13 Si se tuviese a 9 

se multiplicaria la cantidad que esta debajo del ra- 
dical por la unidad, espresada por la letra b, y seria 

x=s/ ab, 

y estaria reducida al caso primero. 



14 Cuando la cantidad que esta debajo del radi- 
cal es un polinomio, se puede construir por dos ine- 
todos: 6 por una media proporcional, 6 con el ausi- 
lio del triangulo rectangulo. 



Asi, si se quiere construir x\ 

1 ] • - 



v. 



a z -i-2bc- 



mnd 




se hara 2bc~ak>™^^~ah 9 de donde 

p a a 



que se construir a hailando una cuarta proporcional £ 



mnd mn d 

a y al dtiplo de la linea b , y a c 5 y h= = — x — ; 

ap a p 

que se construira por lo dicho antes (8). Sustituyendo 
mnd 

en vez de 2 be y sus valores en la propuesta se 



convetira en x~s/a*+ak^ahr=:\/'a(a-hk — h) y 

slo.quc -reduce la operation a hallar una media pro- 
porcional entre a y a+fe— h % 

- — H — SUa ecuacion por construir fuese xt=z\/ a 2 -t-b 2 , 
se liana b^zzz'hm y' seria 

*==V a 2 ^h%^^a 2 ^ain=\/ a{a-hjji) y 
cuya operacion esta jeduejda. al caso de, antes. 



6 AELICACION DEL ALGEBRA 

Sise quiere construir porel triangulo rectangulo, 
se forinara un angulo recto VAZ (fig. 4)} en uno de 
los iados AV se tomara una parte AB=a, y en el otro 
AZ otra parte AC =b' r por los estremos B y C de es- 
tas lineas se tirara la BC, que sera igual con x. En 
efecto, por ser rectangulo el triangulo ABC, dara 

BC 2 =AB 2 +AC 2 =a 2 ^ 2 y BC=V^^ 2 =*. 

16 Para construir la ecuacion h=\/ a 2 — b 2 en el 
supuesto de ser a 2 >/? 2 , 

sobre la linea AB=a (fig. 5) como diametro, se tra- 
zara una semicircunferencia ACB $ desde uno de sus 
estremos B se colocara por cuerda la BC=&; y tiran- 
do desde el otro estremo A al punto C la CA , esta 
sera el valor de x j porque el triangulo ACB rectan- 
gulo en C, da AC 2 =AB 2 — BC 2 =a 2 — b 2 , 

de donde AC ~>/a 2 —b 2 =x i que era lo que se pedia« 

Esc. i.° Se ha construido este radical en el su- 
puesto de ser ii 2 >/? 2 , 6 a>hj porque de otro modo 
seria imaginario y no se podria construir. 

Esc. 2 . q Otra construccion del mismo radical . For- 
mese el angulo recto VAZ (fig. 4); en uno de sus 
lados AZ tomese una parte AC =b ; haciendo centro 
en C y con un radio CB=a, determinese el punto B 
de interseccion con el l^do AV, y la parte AB sera 
el valor de x que se pidej porque 

AB=V/BC*~AC 2 =\Aj 2 — b 2 =zx. 

17 Si el radical fuese polinomio, cotno 

x =\/ab-i~c 2 -hef — g/t, 

lo primero hariamos e/=n a , y glva=tp 2 } que 

dan m?=i)/ab ) vr^s/ ef y y p=\Zgh} 

y el radical se convertiria en x=\/ m 2 ~hc 2 -+-n 2 —p 2 j 
ahora , con dos lineas my c se formara un triangulo 
rectangulo BAC (fig. 6) , y se tendra 
BC s =AB 2 4 -AC 2 =m 2 *c 2 * 



A TjA geometrIa. 7 

y llamando q a la hipotenusa BC, y sustituyendo ea 
el radical q 2 en vez de su igual m 2 ^c 2 y resultara 

x—\/ f'-htl 2 — p 2 . 

Ahora , en el estremo C de esta hipotenusa se le- 
vantara la perpendicular CD=», y tirando la DB 
que llamaremos r 3 sera 

BD 2 =r 2 =BC 2 ^CD 2 =5 2 -f-n 2 , y x=\/ 7 ~f. 



Ahora, como el cuadrado que sigue es negativo, 
sobre BD como diametro se trazara un semicirculo 
BFD ; desde D se tomara una cuerda DFi=p, y unien- 
do el punto F con el B , se tendra la BF=x , porque 
BF 2 =BD 2 — DF 2 =BC 2 -hCD a — DF 2 = 
AB 2 -hAC 2 +CD 2 — DF 2 =w 2 -hc 2 ~t-n 2 — p 2 > 

y BF = v'w 2 ^ 2 ^ 2 — p 2 — V ab-hc 2 ~hef—-ghz=x J 
que era lo que pedia. 

1 8 Sea ahora la ecuacion de 2. 0 grado x 2 ~bpxzzq 9 

resolviendola (I. 168) sera x— — § prfcv^p 2 -*-^, 
que separatido los valores de * , da 



l x =z—%p—\,'ip 2 +q 

Para hallar estos valores de x se constr&ira primer o 



el radical V ip 2 

pero como q no tiene mas de una dimension, se mul- 
tiplicara por la unidad espresada v. g. por a 3 y el 

radical se convertira en S/ %p 2 -i-aq m j 

y haciendo aq=m 2 , que da m~\/aq 9 

el radical sera \/ lp 2 -hm 2 j 

por consiguiente formando un triangulo rectangulo 
ABC (fig. 7) en que uno de los catetos CA 6ea igual 
•|p, y el otro CBzzm, se tendra 

AB=v/^ 2 +CB 2 =v/(fp) 2 H-;;. 2 ==^7^ 

ahora 3 tomando desde B hacia la izquierda una parfce 
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BO=CA=fj > , sera AOn=AB-BO=v / Jp 2 +J^*--f J |> 9 
que es el primer valor de sc, 

Para construir el segundo se tomara desde A hacia 
la izquierda una. parte AM^fpj y desde M tambien 

hacia la izquierda otra parte .MN=v Jp*-^9=AB} 

y se tendra AN= — AM — MN=— fp — V^Jp s 4 -j? 

Esc. Si 5 fuese negativa se construiria el radical 
por lo dicho (id). 

1 9 Para maaifestar el modo de clfrar en ecuacio- 
nes las cuestiones de Geotnetriaj resolveremos el si- 
guiente problcma. 

Dado un iridngulo ABC (fig. 8), tzrar paralela- 
mente d uno de sus kudos , tal como AC, una tinea 
DE que sea igual d urn recta dada MN. 

Res . y Dein, Como el triangulo e? dado , quiere 
decir que son conopidos sus lado's y todos sus datos; 
por lo cual haciendo AB=c, AC =b, y la recta dada 
MN=n } todo estara en determinar en el lado AB el 
punto D por donde se ha de tirar la paralela quese 
pide. Luego tomando por incognita la parte AD que 
espresaremos por x , sera BD=c — * ; y los triangu- 
los BAG, BDE, semejantes (I. §328), daran 
AB:AC::BD:DE 6 c:b::c — x:n, que da cm=.bc — bx. 



y despejando x se tendra xi 



be — nc 

b~ 



c(b — n) 

■ 



cuyo valor manifiesta que la distancia AD debe se r 
una cuarta proporcional a 5 , c y b— n, 

Este valor se podria construir (4) en un paraje 
cualquiera, y colocandole despues. desde A hacia B,se 
tendria determinado el punto D que se busca $ pero 
en esta efase de cuestiones es mas elegante el hacer 
la construccion en la misma figura que se da.~Kara 
esto , de la recta AC se quitaxa una parte CFzrft, 
y tirando porJP una paralela al lado BC, esta deter- 
minara en el lado AB el punto pedido ? de manera 
que AD sera el. valor de x* ; 1 . : ..'z 
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En efecto , la semejanza de los triangulos ABC, 
AFD (I. § 3*&) da AC:A£::AF.'AD, 

, r , cb—n) 

o b:c::b—n:x= ■ — - 

b 

' Si la Imea MM fuese mayor que AC , no se po- 
dria tirar en lo interior del trianguio ABC, smo que 
seria necesario prolongar los dados AB, BC, y el pro- 
blems deberia dedr por la prolongacism deum de 
-Icidos t&c. en vez de par ima de sits lados l&c* En es- 
: te caso el punto que se pide seria el D y , el cual. e$- 
taria por la parte inferior del punto A , como io da 
a conocer el calculo y ia const rucciorn 

En efecto, si se tiene M / N / > AC, resultant n*>bj 
entonces ei factor b — >i, que sera negative?, nari que 
lo sea el valor de x, y por consigmeate que se de- 
be tomar (5) desde A hacia abajo^ y como liaciendo 
la construction en la misrna figura ia linea b-n serk 
(3 esc.) la AF / negativa, la recta F'B' tirada por el 
punto F r paraleiamente a BC no podra encontrar si- 
no la proion gacron de BA en el punto I/. 

20 Tatnbien suceden aqui casos analogos a los 
que hemos espuesto (1. 236)^ esto es, que muebas 
veces se enuncia como problema una proposicion que 
en reaiidad es teorema,. 



• Detenninacion de los pantos y rectas sobre un piano . 

' 21 Para fijar la posicion de un punto M (%, 9) 

sobre un piano, lo primero qtie se hace es tirar dos 
rectas indefinidas Xac, Z%, que fonnen un angulo 
cualquiera, que para mayor sencillez le supoudrq- 
mos constantemente recto. En seguida se tiran desde 
dicho punto dos rectas MP, MQ, respectivamente 
paraleias a Z z,Xx$ y en conociendo estas distan- 
ces se tendrd determinada la posicion del punto 
pues al misoio tiempo que dista de la recta AX la 
xnagniuid MP, se sabe que dista de la otra recta AZ 
la tnagiiitud MQ, y no hay otro punto que pueda 
cumpiir con estas condiciones sino ei M. 
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Igualmente el punto M 7 quedara deter minado por 
las rectas M'P', M 7 Q 7 ; el M 77 por las M"P" 
y el M 777 por las M /77 P 777 , M 7/7 Q 777 . 

22 Esto supuesto, las lineas MQ, M 7 Q 7 , &c. 6 
sus iguales AP, AP 7 , &c. se llaman abscisas 9 y la 
linea Xx en que se cuentan, se llama eje de las abs 
cisas. Las lineas MP, M 7 P 7 , &c. 6 sus iguales AQ, 
AQ 7 , &c. se llaman ordenadas y y la linea Zz en que 
se cuentan , se llama eje de las ordenadas . 

Las abscisas y ordenadas juntas se llaman coorde - 
nadas 9 y entonces las Xx, Tjz y se llaman ejes de las 
coordenadas ; el punto A desde donde se cuentan las 
coordenadas , se llama el punto de orijen . 

23 Representemos en general las abscisas por x 9 
y por z las ordenadas ; y como el punto puede ser 
el M , 6 M 7 , M 77 , M 777 , es necesario dar a las x , z , el 
signo conveniente para saber en cual de los angu- 
los ZAX , XAz , zAxy xAZ, se halla el punto que se 
quiere fijar. Por lo cual todas las abscisas que se 
cuenten desde A hacia la derecha, las llamaremos 
positivas , y las que vayan hacia la izquierda se 11a- 
maran riegativas j y todas las ordenadas que se cuen- 
ten desde A hacia arriba seran positivas , y las que 
desde A hacia abajo seran negativas . Asi , en el an- 
gulo ZAX seran las coordenadas positivas $ en el an- 
guio XAz seran las abscisas positivas y las ordenadas 
negativas; en el zAx , todo negativoj y en el xAZ 
seran abscisas negativas y ordenadas positivas. Luego 
si habiendo medido las longitudes AP, MP, se en- 
cuentra AP ==a, PM=fr, para fijar el punto M se ten- 
<k£n las ecuaciones x—a , z=b. 

Las ecuaciones del punto M 7 seran xzzza , 2=— b; 
la* 4 ej M 77 seran x=— 0, z=z—b$ y las del M /77 se- 
rah at, z—b. 

24 Si permaneciendo una misma la abscisa AP, 
disminuye la ordenada MP, el punto M se aproxi- 
mara al eje AX ; si MP 6 b liega a ser cero , el punto 
M caera en P sobreel mismo eje de las abscisas, y sus 
ecuaciones seran x~a, z=o. 
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Si permaneciendo una misma la ordenada PM, la 
abscisa AP disminuye, el punto M se aproxiraara al 
eje AZ , con el cual coincidira si AP 6 a llega a ser 
cero , lo que da x=o , z=b , que son las ecuaciones 
de un punto Q en el eje de las ordenadas. 

En fin, si la abscisa AP y la ordenada PM lie- 
gan a ser cero a un mismo tiempo, el punto M que 
debe hallarse en ambos ejes , sera su punto de inter- 
section, y por lo mismo caera sobre el punto A que 
es el orijen de las coordenadas , cuyas ecuaciones se- 
ran x=o , z~o. 

Donde se ve que suponiendo a las variables xy % 
todos los valores positivos y negativos posibles, des- 
de cero hasta el infinito , se puede fijar la posicion de 
todos los puntos del piano en que se hallan los ejes. 

25 Todo lo dicho hasta aqui equivale a la solu- 
cion general de este problema : dado un punto en un 
piano hallar las ecuaciones que le determinan . Trate- 
mos ahora de resolver el inverso , a saber : dadas las 
ecuaciones x=a , z=b , hallar el punto M (fig. 9) que 
determinan. 

Para esto, considerando la primera como si exis- 
tie'se sola, conviene a todos los puntos cuya abscisa 
es igual con a . Pero si suponemos AP :ra, todos los 
puntos de la linea PM prolongada indefinidamente 
satisfaran a esta condition; luego la ecuacion xzza. 
pertenece d una recta PM paralela al eje de las or- 
denadas: 

Del mismo modo , la ecuacion z=b conviene d 
todos los puntos de una linea QM paralela al eje de 
las abscisas. 

Si se verifican a un tiempo las dos ecuaciones 
z=fc, la primera corresponded a un punto de 
una paralela al eje de las ordenadas , y la segunda a 
uno de una paralela al eje de las abscisas; luego si el 
punto que determinan se ha de hallar al mismo tiem- 
po en estas dos rectas, sera su punto de intersection, 
que es la traduccion literal de la construction geo • 
metrica que siryio para encontrar dicbas ecuaciones. 
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2 6 Como la ecaacion scssa represents una recta 
paraieia al eje de las ordenadas, segun sea a positi- 
va 6 negativa, esta recta se hallara a la derecha 6 
a la izquierda del eje de las ordenadas; y si a es 
nula, coincidira con este eje 5 de manera que la ecua - 
cion del eje de las ordenadas es xrro. 

Igualinente , segun sea b positiva 6 negativa, la 
recta cuya ecuacion es estara por la parte de 
arriba 6 por la de abajo del eje de las ahscisas; y si 
b es nula coincidira con este eje, cuya ecaacion sera 
z— o. 

En fin, si se verifican a un tiempo las dos ecua- 
ciones x—o , zsso, 

coino la priinera conviene al eje de las ordenadas, y 
la segunda al de las abscisas, el sistema de dichas 
ecuaciones determinara su punto de interseccion, que 
es el orijen A’de las coordenadas ; luego las ecuacio- 
nes del punto de orijen son acnio, 3=0, que es lo 
rnismo que haliamos antes. 

27 . Generaiizando este resultado se ve que si to- 
dos los puntos de una linea recta 6 curva, son tales 
que exi.ste la misma relacion entre las coordenadas 
de cada uno de ellos, la ecuacion entre x y z que 
esprese esta relacion , debe caracterizar a esta linea, 
lj por lo mismo se llama ecuacion de dicha linea . Re- 
ciprocamente , siendo dada la ecuacion , se deduce de 
ella la uaturaleza de la linea; porque. si se quieren 
cncontrar aquellos puptos que corresponded a una 
abseisa- detprminada , bastara susiituir por x este va- 
lor enla ecuacion ; esta no contendra ya mas incog- 
nita que la z, y data los valores correspondientes de 
las ordenadas, las cuales se colocaran con relacion al 
eje de las abscisas,', conforme al signo de que esten 
afectas, Igualinente, siendo dada^z, la ecuacion ma- 
jiilestard >ios valores correspondientes de x. 

28 Con e-stos conocimientos pasemos a resolver 
algunos problemas ; y sea el primero 

D ad u:wui recta BM (fig. 10) hallar su ecuacion. 

Res . y Dzin, Tirense priinero los.ejes rectangu- 
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lares A X ? AZ; despues ’se medira la distancia AA', 
que se conoce por ser dada la recta y los ejes , y se 
hara A A 

por la misma rafcon es conocido el angulo MBA que 
forma dicha recta con el eje de las abscisas* y cuya 
tangente trigonombtrica representaremos por a ; ti- 
re'iise las coordenadas AP,PM,de imp unto cuai- 
quiera M, y por el punto A ' la A'Q paralela al eje 
de las abscisas , con lo cUal sera el angulo - 
MBA=MA / Q , y A'Q^APzz*, 

MQ=MP~ PQ==MP— AA'^— j 
ahora , ei triingulo rectarigulo MA'Q dara (I. § 465) 
R : tang.MA'Q:: A'Q:QM 6 1 :a::x:z—b' y 
de donde sale zmax+ib'para'la ecuacioii pedidar 
En efecto , esta misma relation se verificara en- 
tire todos los pumps de la recta BM; plie£- tirando 
las coordenadas qutirepresentaremos por • 

z' y el rriang^d A^'M^idara i : &tx'&'~b'j lh 
de donde sale z'—ax'+b , que es la misma de antes. 

' 29 Esta ecuacion es da mas general de ia lirfea 
rectav siendo rectangulares los ejes * y coritiene dos 
Indeterminadas a 9 b r (que varian de una tecta a otra, 
y son constantes para una misma recta), porq'ue para 
fijar la position de una recta -se necesitan- dos condi-. 
ciones 3 las sc y 3 son variables que van fijandG -succ-* 
sivamente todos los 1 ’piintos de la recta; : 

30' Tambien conviene diciia ecuacion ados ptin*- 
tos como el m que estan por debajo del eje-;; para lo* 
cual' se dan a x to'dos los valor es que se quieran po- 
sitivos y negativos, : *y" ; se van sacandolos cortespon- . 
dientes de z. AderfiasV'sfcgun los valores que se den 
a a , la recta tomara orras tantas posiciones YespPcto' 
del eje de las abscisas. 

31 Segun sea la b p'ositiva 6 negativa, la recta 
Cortara al eje de las ordenadas mas arriba 6 mas aba- 
jo deb punto de orijeh ; y ‘si se supone fczro , la recta 
BM que debe cortar al eje^de ordenadas a ninguna 
distancia del orijen , pasara por el y sera la AN, cu- 
ya ecuacion sera %-zzax, 
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32 Si en la ecuacion z~ax-hb. 7 se hace sc=:o, da*- 
ra znfr, que es el valor de A A', y determiaa la dis- 
tancia del orijen a que corta la recta al eje de las or* 

b 

denadas 5 y haciendo 2=0., dara xzzz — — , que es la 

distancia negativa AB a que dicha recta corta al eje 
de las abscisas. 

33 Reciprocamente , si dada la ecuacion zzrax-j-b, 
se quiere trazar la recta que representa,.'se principia* 
ra por tirar los ejes AX , AZ j despues. se hara xzz o, 
yse- tendra zz=b 7 que determina el punto A'j en sq* 

b 

guida se hara z=o , y se tendra xrz , que de- 

termina el punto B j y tirando una recta por estos 
dps puntos j sera la linea pedida. Tainbien se puede 
determinar dicha linea por cualesquiera otras dos 
condieiones. 

34 Prob. 2. 0 Hallar la ecuacion de una recta que 
pose par dos puntos M, M' (hg. 11), cuyas .coorde* \ 
nadas se conocen.' 

Res. y. Deni. Bajense desde dichos puntos per- 
pendiculars al eje de las abscisas, con Id que se ten- 
dr an las coordenadas de cada uno de estos puntosj 
IlamandolasV', z'\ x" 7 z" y y teniendo presence que 
la ecuacion de la recta en general es, z~ax-hb, esta 
debera quedar satisfecha sustituyendo en ella en vez 
de las coordenadas generates , las particulars de es* 
los puntos j por lo cual se tendra 
z' zzax' -\«b (A) para ei punto M, 
y z"~ax"-+-b (B ) para ei iVP. 

Despejando en estas dos ecuaciones las iudetermb 
nadas a y : b , y sustituyendo sus valores en la ecua- 
don z~ax-hb (C), se tendra la de la recta sujeta a las 
condieiones del probierna. uste despejo se hace con 
mucha sencillez , restando la ecuacion (B) de la (A), 

z / — tJ* 

lo que dara %'—z"~a {x'~~>x") } y 7 - (D)j 
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restando la (A) de la (C) se tendra z'~c^x~ x') (E); 

y sustituyendo en esta el valor (D) de a se tendra 



z—z\ 






que es la ecuacion de la recta buscada. 

3$ Prob. 3. 0 Hallar la distancia de dos puntos 
M y M! (fig. 11) cuyas coordenadas se conocen. 

Res. y Bern. Sean x', las coordenadas del pri- 
mero , y x", z N las del segundo $ conclbase la MQ 
paralela al eje de las abscisas , y llamemos D la dis- 
tancia MM/ que se pidej hecho esto, el triangulo^ 

MQM' rectangulo en Q dara 
pero MQ^PP^AP'-AP^x''-- x', 
y M'Q==P / M / — P / Q=P / M / ~PM==^ ,/ — 
luego sustituyendo estos valores , se tendra 

que es lo que' se pedia. 

Esc. Si el punto M estuviese en el orijen, sus. 
coordenadas x'^ .z'y. serian nulas, y la distancia del 
punto de orijen A (fig. 12) a un punto cualquiera M / 

del piano , vendra espresada por D=\/ x" 2 -h% r,2 y 
16 que tambien se confi^ma por el - triangulo AP'M' 

rectangulo en P', que da AM'^v'AP^-bP'M/*.- 



Be lo$ puntos y de la linea recta consider ados 
en el espacio . 

36 Hasta ahora hemos considerado los puntos y 
rectas skuados sobre un mismo piano , ahora vamos 
a considerarlos en el espacio. Para dar una idea jus ta 
de lo que nos proponemos, se debe saber que por es- 
pacio se entiende la estension indefinida del universo 
donde se conciben colocados todos los cuerpos. Para 
poder fijar la posicion relativa de cualesquiera pun- 
tos , se conciben. tres pianos indefinidos Z AX,. XAU, 
ZAU (fig* 1 3), que se corten de un modo cualquiera. 
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que para major senciliex ios supondrcmps rbetang.u*-: . 
]dres$*y ue panto- 1YI quedadetermmado cuando se.c o- 
noccn las distaacias respectiVas MM', MM", MM", 
a cada nno de dichos pianos. Estos ibhnan en A ua 
angulo sdlido, semejante al que forman en un rincon 
de una saia doS-'paredes de eiik y» ei suelo.; ' y pro- 
IdSgados iadelmidauieiue formarin ocho Angulos -so-* 
lidos, que coinpreadecia todos ios pumps que se quie- " 
rail del espacio^ asi como los cuatro'Angulos qne for- 
ma ii 'ios ejes reccangulares (23) comprenden todos los - 
pi^feos skuados score un piano, _Los pianos ZAX, , 
2 ML* ZAUya qaesereiieren los puntos del espacio, 
seilaman pianos coordenadas j las iineas MM', MM y/ , 
1 &W'\ 6 stis iguales (L § 375) AR , AQ, AP , se , 
Hainan las coordenadas del p unto- M, y espresan iaS' $ 
distances de dieho punio M a los pianos coordena- v I 
dos; las lineaL AlX^ AZ , AX, sobre que se cirentan' i 
las coordenadas > se Hainan ejes de las coordenadas j y 1 
el punto A es ei orijen. Las coordenadas que como 
AR-se cdenta# v efiL^ef eje AU, se representan por u, | 
yla iiriea AU se llama eje de Iras ^f:las:AQ que se. I 
cuentan en la AZ , se representan por a, y la AZ es 
el eje deTas z 7 .y la JUnea AX es ei eje de Las x. 

* £1 piano ZAX, sellatnap/arco de las xz ; el XAU, 
piano de las xu 7 y ei ZAU sera el de Ids zu • 

Los puntos M', M", M'", en que las perpendi- 
culares MM', &c. encuentran a los pianos ZAX, &c. 
se Hamad la s proyecciones del pumo M. 

37 Esto emendido-, si babiendo medido las tres 
distancias AP, Ai^, AR, se nalla x na, zzzb , wire, 
e‘stas serin L‘as ecuaciones del punto Mj y combinan- 
do ios signos se detenninara ei angulo en que se na- 
iia dicho punto. j 

Si se supone c=o, se tendra x rra, szzfr, w=o, 
que -determinan un panto M' en el piano de las xz\ 
xiza, %=ro , wire, detenniuaran un punto M" en 
^1 piano de las xuj xzzo , 2=/?, uzzc, determinan 
un punto M'" en el piano de las zuj x zza, z~o, u=o, 
dea-rininan uti punto £ en ei eje ae las x 7 xfjEo, 
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u~ ro, determinan un punto Q en el eje de las 2; ; x—o> 
5&=o , u— c , determinan un punto R en el eje de 
las uj y finalmente, *=o, 7 ,=:o, u=o, son las ecua- 
ciones del punto de orijen A. 

38 Pasemos ahora. a la resolution de algunas 
cuestiones. v 

1. a Dada una recta MN (fig. 14) en el espacio , 
hollar las ecuaciones que la determinan . 

Res . y Dem, Para resolver este probl'ema adver- 
tiremos que a si como un punto queda determinado 
por la intersection de dos rectas (25), del mismo 
modo Una recta queda determinada por la intersec- 
cion de dos pianos $ ademas se llama proyeccion de 
una recta sobre un piano, la interseccion de este 
piano con otro (que se llama piano proyectante ), que 
le es perpendicular y pasa por dicha recta. Asi , ia 
recta M / N / es la proyeccion de la recta MN en el 
piano de las xz j 1 a M"N" es la proyeccion de la 
inisma recta MN sobre el piano de las xuj y la rec- 
ta MN queda ya determinada por la interseccion de 
ios pianos proyectantes MN', MN". 

Ahora, como la recta es dada, tambien se cono- 
ceran sus proyecciones M'N', M"N", cuyas ecua- 
. ciones son z—ax-hb\ u=a / x-hb / , en que a, a', es- 
presan las tangentes trigonometricas de los angulos 
que dichas proyecciones forman con el eje de las x y 
y i?', espresan la distancia a que dichas proyec- 
ciones cor tan a los ejes de las z y de las u y y co- 
mo conociendo estas proyecciones y tirando por e- 
lias pianos per pendicu Lares a los coordenados , su 
interseccion determinara la recta MN en el espacio, 
tesuita que las ecuaciones de esta seran 
z~ax-hb , ur~?a'x-hb'. 

-Si la recta pasase por el orijen, seria b= o, 
b'—o , y sus ecuaciones se convertirian en zzzax, 
uzzza'x. 

39 2. a Hollar las ecuaciones de una recta que pa* 
se por dos puntos dados en el espacio . 

Res, y Dem. Sean x' ? 7! y u' ? las coordenadas del 

a T. II. 
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primer puiito; x ff y z n \ u " , las del segundoyy ten- 
drecnos que >las ecuaciones z—ax~\-b ? >uzna'x-h,b' y de 
uua recta, en general, deberan quedar satisfechas* 
si di'cha recta ha de pasar por estos puptos -, susti- 
tuyendo en ellas en vez de das coordenadas genera- 
tes , las particulares de estos puntos$ por lo que 
se tendra: 

z'—a x'-t-b 7 , N ! - • 

uf==aix^b'i H para el. primer punto, 

y { | ( n ) P ara el se s undo - . 

Estas cuatro ecuaciones:^ haran conocer las cua- 
tro indetercginadas a. y b , a' y b' y y sustituyendo sus 
valores en las* generates se tendran las de la recta 
pedida. Para haccr el despejo y sustitucion con fa- 
cilidad , restaremos las (n).dc las (in)ylo que dara 
(x'-*x") 7 

u'—u" 

de donde sale a—— a'— 

x 7 -* x—x/' 

restando las (m) de las generates se tendra. 
z—z l —a{$ c — x x ) ? 

u—u'—a\x — :c-).£ 7 . . . 

y sustituyendo en es.tas los yalores.de a 9 a- \ se ten- 

dras-z'ss 7— 7 r(*“* )> «—«' 

que son las ecuaciones .de. la :Unea; pedida*. • . 

40 3» a Haidar la dirt.ancia de doj.puntos M, in 
(fig. 15), cay as caordenadaS se conocen enei espacm. : 
Res . y Bern. Sean x'VV.',. u'V las coordenadas 
del primero , y a;', a', u', las .del segundo^ eonciba- 
se la wQ paralcla ai piano de-las xz y y Hamaud.o D 
la distaucia M77i qu.e.se pide,.se tendra 

B ^^.\/ a (A) i 

pero MQ^MM 7 — M'Q;^ (B)f-. 

y como y tirando la m'Q!. paratela al 
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eje de las x r sera perpendicular (1. 280) £ PM' y el 
triangulo. rectangulo jtt'M'Q- . dara, M / m 2 ==m / Q /2, 
RJ'jO' 2 . ((^)4 pero w / Q'=Pp=AP-Ap=x // — 

M'^'^M'Pr-P^^L^P— 77 ^p=^ 7/ 

Xueg^o la ecuaeio*n\(C) se convenira 

— z') 2 ; luegQ sustituyen- 
do* etr la* ecuacion (A) ei valoir de MW* en vez de 
su ig.ual ()w 2 , y en.vcz de MQ su valor (B) , la es- 
presion (Ajqd'e- la. distancia peuida se convertira ea 

fc\/(x / ^7+;^^7;)^(u // --u / ) 2 . 

Esc. Si el panto. estuviese en el orijen A , sus 
coordenadas x^:%\,u:; 9 serian nulas , y la disiancia 
del pun to de orijen A (dig. 16.) a otro cualquiera M 
del espacio , vendria espresada por 

D^tyx"*4?z t,2 +U ,,2l i lcfque tambien fce deduce de 

los triangulos rectangulos AM'JVI 3 AM'P. 

De las secciones conidas, 

41 Hemos visto. (28) que la ecuacion z^zax-hb, 
representa en general la naturaleza de la linea, r.ech 
taj por lo cual dicha ecuacion se llama lineal , y la 
recta linea de primer orden. 

Cuando la relacion entre las coordenadas de una 
linea viene espresada por una ecuacion de segundo 
grado , la linea se llama de segundo orden j y cuan- 
do la ecuacion es de tercer grado , la linea es de 
t.ercer orden & c. &c. &c. 

Las lineas de segundo orden se Ilaman secciones 
corneas , por que .resultan de cortar un cono (que par 
pa, mayor, sencdlez supondreipos recto) por un pla- 
no en diferentes posiciones. 

42 Supongamqs que se tieneel cono recto CAB 
(fig. 17) prplongado indetinidamente por a m bos la r 
dos del vertice- C > y que se corte por el piano MN 
paralelo a la base > con lo cual la section EFGH se- 
a*i un circulo (X/ 416).. Si ei piano secante.se in?li- 
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nase un poeo (fig. i8) , la seccion EFGH que resul- 
ta , tambien es cerrada , y se llama elipse * Si el pia- 
no secante fuese paralelo al lado BB' (fig. rp) 7 la 
seccion EFG se estendera al iniinito, y se llama pa- 
rabola. Si el piano MN (fig. 20) continuase inclinan- 
dose un poco mas , encontraria a la arista BB' ha- 
cia el otro lado B' del vertice , la seccion EFG, 
E 'F'G', se estiende indefinidamente por ambos lados 
del vertice , y se llama hiperbola. Si el piano secan- 
te pasase por el eje, la seccion estaria reprcsentada 
por las dos rectas AA', BB'. Si el piano fuese tan- 
gente a la superficie del cono , la seccion seria una. 
linea recta AA'. Finalmente, si el piano secante pa- 
sase por el vertice C (fig. 17) sin encontrar a las 
generatrices A A', BB', la seccion resultaria ser el 
mismo punto C. De consiguiente , las secciones cd- 
nicas son siete , a saber : el punto , una tinea recta , 
dos rectas , el circulo , la elipse , la parabola y la hi - 
parbola . 

43 Veamos , pues , como podemos sacar una c- 
cuacion que convenga a todas en general. Para es- 
to sea el cono recto CBD (fig. 21) en que se haya 
dado la seccion AMO por un piano cualquiera $ con- 
cibase por el eje CK del cono un piano CDB perpen- 
dicular al piano secante (el cual tambien lo sera a 
la base del cono (I. 378)); cuya interseceion AO se 
llama eje de la seccion conica. Por un punto cual- 
quiera p de este eje , concibase un piano paralelo a 
la base DB ; y tendremos que la interseceion de es- 
te piano con el cono sera el circulo GMF, y su in- 
ter seccion con la seccion AMO sera la recta pM, la 
cual es perpendicular (I. 378 cor.) al piano CDBj 
y por consiguiente lo es a las dos rectas FG y AO, 
que pasan por su pie. 

Por ser dado el cono, se conocera el angulo 
OCA que forman sus dos lados , que representare^ 
mos por £ f la inclinacion CAO del piano secante 
tambien es conocida porque esta a nuestro arbitrio, 
y la llamareraos a $ igualmente es dada la distaneia. 
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CA del vertice C del cono al punto A de la section, 
que tambiea se llama vertice de la seccion , y dicha 
distantia CA la llama re mos c, Ahora, con 6 iderando 
el orijen'de las coordenadas en el vertice A de la 
seccion, las lineas Ap,pM, seran las coordenadas 
del punto M , y todo esta reducido a encontrar una 
relation entre Ap y pM, 6 entre x y zy las cantida- 
d’es a, £ y c que son conocidas. Para consegnir> es~ 
to se tiene que la Mp perpendicular al diametmFG 
dara (I. § 333 ) pM 2 ==FpxpG 6 s& 2 =FpxpG ^ . as^ 
solo falta determinar las espresiones aigebraicas de 
Fp , pG , en valores de las partes Op , Ap, del eje 
de la seccion , y de los demas datos conocidos. Para 
esto , en el triangulo AFp , se conoce el angulo. ea 
F que es complemento de feCF=f£ en el triangulo 
FC h- 7 tambien, se conoce el angulo en A 
luego (I. 468 ) tendremos 

sen.A=:sen.(7r-— a)=:(L§459cor.)sen.6k5;sen.F~cos.|6 , :: 



■p . 1111 sen. a 

Fp:Apz tx , de donde sale Fp—xx ? (A). 



c °s.-i<? , £! , 



En el triangulo pOG se eonoce el angulo en 
0=7r — -a. — S’, 

el angulo en G=«— CGF=-bw (•§??— 
y por la misma razon nos dara ;;2 

sen.(w— «— S , )=sen.(a+g , ):pGt;sen.(|<n'-t-§f) 
cos.|£:Op=AO — x, 

, _ sen. (an-?) 

que da f G= »>■- ; x(AO-x) (B); 
del triangulo ACO se saca 



sen.O— sen.(a+g'):AC=:c::sen.Gfisen.^:AOs: 



cxsen.f 



se.(a+g“)’ 

J sustituyendo en (B) se tendra 

cos.-§£ \sen .(«+£) / v J 

Luego sustijuyendo en la ecuacion z 2 ~FpxpG, 
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los valores (A), (C), resultara. . 0 ' 

„ xsen.a sen.(a-f-£'./ cstn.g ' '“Y 
• % cos.-|£ X cos.:§£ \sen.(a-h^) / ... 

; ' ' sen.asen.fo+g) / tsen-g'- ^ ; „ 2 YrMV 
.. cos,|£ 2 . \sen. cn-g) . J 

la eual , reduciendo en. el parentesis el enter.o. a fa 
especie del quebrado, y suprirrfieiido el factor, cor 
mun sen.(a-+~(?) , se puede poner tambien . bajo esta 

forma : z 2 — [ ^ (cxsen.g^x^sen.(jcc-Hg)) (M 7 ), 

COS. T^b . i . 

que sera la ecuacion pedida. » 

44 Para obtener todas las.secciones. deLcono, 
basta ir dando al. piano secante difer-entes posiciones > 
6 lo que es lo mismo, hacer girarj la recta ACXal 
rededor del pumoA^iy-dando a ias -indetermin.adas 
sen. a , c , cosA^ &c. los valores respectivos a estas 
posici'ohes , la ecuacion (*M : ) k'a_€Qrresp.ondiendqa 
cada seccion. ' 

spy cl:? Supongamos eh primer lugarjgl. piano 
secante paralelo a la base, eh cuyo caso; la seccion 
AMQ es (42) un ckculo ; en este oasQ!.(L 289) sera 
2a-t-6 , =‘7r (porque ei triangulo CAG:seraas6sceles)jj 
lo que da'ra <7r-^a, <• ,- 

y sen.(a-h 6 > )=sen.(‘ 7 r-- ; a)=(I. § 4^9 cor.). sen.a; 
tambien sera (?=7r — 2a, y a, lo que da 

sen.^=sen.2ar={I. § 4^o.fcbr.) 2seh.acos.^(- A rp 
y cos.|£=cos.(| 7 r — a)=sen.a, 6 A 5 bS.f£ 2 =sen.a 2 j 
y sustituyendo en (M) se tendra AAA u’ • * • .. > 

'V4: sen.asen.a / cX 2 sen.< 



sen.a~ 



-V- 



sen.acos.a A 

-X— ' X 2 )= 

sen.a ' / 



2cxcos.a — x 2 (N) para la ecuacipn^del! crrculo . t 
46. 2. 0 Sea ahora.en general sin su- 

poner como en- el caso anterior que loi que le fake 
a a-t-£ para tz* sea precisamente a j y como esto es 
lo mismo que deck que el angulo que forma la ge- 
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ncratriz CB con la CA, junto con el CAO que for- 
ma la AO p el piano secante con la misma CA ,. va- 
len menos que'dos rectos , diclias lineas CO, AO 
(1. § 287) se encontraran,.6 lo que es lo tnismo, cl 
piano, secante encontrar a a las generatrices del. conp 
a un.inisino lado del vertices eii -este caso la seccioa 
es una curva cerrada que ,se .llama elipse ctiya e- 
cuacion es la misma (M), que es la que.-hetnos de^ 
ducido: e^ CS-te supuesto. . 

. 47 .3.? ..Si fuese , las lineas CO., AO no 

se encontrarian. (L 283) , o'lo que es lo.mismo, cl- 
piano secante n,o encontraria .jamas a. la generatriz 
BC por serle paralela j la. curva EFG (fig. 19) se 
estiende al infinito , y se liaina parabola j en este 
caso sera • , , ... 

sen.(Vrf )=ro\, sen.Q^sen^Tr—^zz:^. §459 cor.) 
sen.(?=(L § 460 cor.) 2$en.|£cos.-§£; 
y susiituyendo en (M / ) , la ecuacion para la para- 
bola sera. 




$en.f£cos. 

cos..|^ 2 




cJcX2sen.|£ , cos.|5 , z=4cxsen.|6 52 (0). 



48 4. 0 Cuando <*+<£>7 r , el piano secante en- 
cucntra a : la superficie conica a uno y otro lado del 
cuspide del cono $ la curva (fig. 22) tiene dos ramas 
MAN, LO'Q j dc curvatura opiiesta que se estien- 
den al inftnito , y se llama hiperbola. Para que la e- 
cuacion (M).convenga a esta curva, basta observar 
que la linea AO (fig. 21) ahora es AO', y los trian- 
gulos que ahora hemos de considerar son los AO'C, 
O'Gp , ApF j el primero nos dara el angulo en 
O / = 9 r~CA 0 , ~ACO^ 9 r^( 7 r~a)~(‘ 7 r~?)- 
t 7r— e 7T-ha-~r7r ; ^S= — 7r-ta^£==: — (# — £)> 
de consiguiente (I. 456 y 459 cor.) se tendra • 
sen.O 7 — sen. — ( tt — a— £):=^sen.(ar+£)j 
y conip todb. Ip . demas es lo inism.o , resulta que so- 
lo con mud.ar el signo a sen(aHr£), 6 lo que yiene 
a ser ioomismq , al termino — 5c 2 que hay dentro del 
pareiuesis., la ecuacion sera 
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Z 




sen.a sen.(a-+-ff)/ csen;£ 



k sen. (oh- 4 ) 



csen;£ 




49 Las alteraciones de € y c , 6 lo que es lo mis- 
mo, el hacer variar las dimensiones del cono y la 
distancia AC (fig. 21), no causan ninguna alteracion 
en todas las posiciones del piano que acabamos de 
considerar. 

Nunca se puede suponer fco , 6 z=nt , porque 
en este caso no habria cono. Si se hace c=o , el 
piano secante pasa por el vertices entonces la inter- 
seccion es un punto si oH-£<<7r j una recta si a -f-ff—qr, 
en cuyo caso el piano secante es tangente del conof 
y dos rectas si oh? (?<tt. 

Luego si en la ecuacion (M) se hace c=o , y su~ 
cesivamente sen. (an-?) positivo, nulo y negativo, se 
tendra 



La (Q) no puede quedar satisfecha sino en el 
caso de x=zo, que da z = o $ por consiguiente solo 
conviene a un punto (26) que es el vertice del co- 
no ; la (R), que para cualquier valor de x da *~o, 
es la ecuacion de una recta que es el mismo* eje de 
las x j final'mente, la (S) que se puede poner bajo 
la forma z 2 —a 2 x 2 , que da z~ztax 7 representa 
dos rectas. 

Luego en general , cualquiera que sea el cono 
y la posicion del piano secante, la ecuacion (M) 
representa las siete secciones conicas ; que enuncia- 
1110s al principio; si c=o, se tienenlas tr'es seccio- 
nes que pasan por el vertice j y cuarido (Ntiene ua 
valor cualquiera , representa un ciirhulo, una el ipse, 
una parabola , 6 una kiperbola , seguri que coe- 
ficiente de x 2 es la unidad negativa, es negativo 
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teniendo un valor cualquiera , es nalo 6 es~positivo, 

Pasemos ahora a considerar cada una de estas 
curvas , y a deducir ' de Jas ecuaciones que las re- 
presentan sus principals propiedades* 

Del circulo. 

$0 Cortando un cono recto con un piano pa- 
Talelo a la base , sabecnos (42) que la seccion que 
r'esuita es un circulo, y hernos deducido (45) para 
su ecuacion z 2 =2cxcos.a — x 2 . 

Haciendo ccos.a=u, dicha ecuacion.se conver- 
tira en z Q z=z2ax—x 2 (A). 

Para obtener Ids puntos en que corta al eje de 
las x , bareraos que da x=zo-> y j por 

consiguiente le corta en el orijen B (tig.- 23}^ y en 
B' a una distancia del orijen espresada por. 2 a. Si 
baceinos- . jc~o , resuha zz=±o j por consiguiente la 
curva solo corta al eje de las ordenadas en el 
punto B. 

Esta~ mistna ecuacion no puede subsistir sino 
mientras k la sc es positlva y menor que;2a , io que 
prueba que la curva solo se estiende entre los pun- 
tos B,.BVy que es reentrante , que: es una de las 
propiedades del circulo. * 

5* Si en la ecuacion >z^zn2ax — pc?=(2 a — x)x> 
sustituimos valores espresados por lineas, a saber* 
s=MP, jczzBP y BB / ~2a, sera 

PM 2 ==BPx(BB / ---BP)==BPxB / P, 
que da BP:PM::PM:B / P^ 

luego la curva es* tal, que la perpendicular bajada 
desde un punto M al eje (6 diaiuetro), es media pro^ 
porcional entre los segmentos del didmetro j que es 
otra propiedad del -circulo (I. 333). 

- $2 ’Si- se tiran -las- cuerdas BM, B'M, los trian- 
gulos rectangulos BPM , B'PM , daran 
BM ? =BP 2 -hPM 2 , B' 
que^ su mandolas daran . 

EM 2 H[--B / M 2 ^BP^P i: M 2 ^-B / P 2 HhPM 2 = 
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BP* 4 - 2 PM a +B'PV 
y coma PM 2 ==BPxB'P; ‘ sera 

B : M 2 4 -B / M 2 ==BP 2 -f.^BPxBT^B / P 4 i=: 
(BPH-Btf^zzBB 7 *? : - - • : 

es decir, que el triangulo BMB', es tal que el cua* 
drado de un lado e6 igual’’ a la sutna de los cua- 
drados de los otros dos ; luego el angulo en M 
(l."3'3^ esc.> 2 r .°)' es recto , que. es; otra propiedad- del 
circuio demos trada p. ’ 304 cordjg*. c ,). 

53 Si tfasiadamos el i crrlj^n! A. A , ; medio - de. Ja 
linea BB 7 , la nueva abscisa- AP- que llamaremos x ' 9 
sera . x'^B P^AB~x^-& , que . da -xz^a^x^ 
laego sustituyeudo a-hx f en.vez de x en Ja. ecua* 
cion (A):, .se teudra z 2 =2a(a^-x / j— (a -+- x f 

^a^-^haax^a? — ^ ax r^x^zzia 1 . — x^ 2 , . , . 

que es; la ecgadbn .de la curva: consider ando el om 
jen-en Aoq ; l:-. . ; . nop-rc Lb r -Id k:iis 
• Qu&ando el acento a*, la x , .y trasladando.,. sera 

ar=zz~-t+x~> que da a=v 



que.espresd (=3 5 ese.) la:di$i#fieia de un puniocua 1 - 
quiera del: piano al orijenrA jiyceomo ;esta distancia 
a . es eohatante , resiilta . que icnios Los pirfioi. de la 
culrva ertun zqiiidtst.antesrAe: un mismo punts ) , qUe- es 
la pvopiedad esencial de la citcunfeyencia delr;cj'r$ulo-. 

54 Has^a- aq ui de.iTios-considerado ei cigculo .co- 
mo section: edniea}^ y inrecuacion-.genera<l de estas 
nos ha dado sus principles* propiedades ; ahQra_;2ias 
rnos a resoryeiylaicuestidn-mversa , a saber 3 dado el 
circuio deducir su ecuacion,'- ' . •; s-li ab - • - 

Sea 'wM?;/ .(hg.-.;24) unrcirculo.cuyo centre. esta 
en.C; tirense arbitrariamente los .ejes AXv AZ <& 
las coorjenadas-,; en primer lugar jijaretnds: -impost- 
cion del centro 3 ];lamandp dyM §>usj $oor depadas AE, 
EC; desde un' punto cualquiera M de, la curva.,; se 
bajara la ordenada .PM~% cqn lo que su abscisa 
sera AP==x ; y lira ndo.ei, radio Cfcr , correspcn- 
diente al mismo punto , el* triangulo rectangulo 
CGM 3 dara CMC 2 ^CG S *GM*; ’ 
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pero CM=r , CGnCE-s — E Vj jr- A — x j • 
GM^MP~P_G=PM— EG==» — ^ r 
luego sustituveiieFtf estos valo'res yse'tehdra — : ~ 

b) 2 =. tf~2 ux 2 *H- 2 b 

. 5 $ E.SLa./ eeuaciqn es ia , mas general del cireu io;, 
Si se supone b~&., e_sto-.es., que el eje-de. las abs-j 
as as se ; ha tra.sJadado a la Em que-pasa por el cen- 
tfio-j Ja ecua^cipij jsera en. est.c caso . . . . . • ■. - • ■ fj 

i 2 ~ cr — 2a.oc-h^f-^2. 2 (B). 

Si se hace a=o , e.Jo.que^s. lo.rcqii$uip^ sj se 
traslada el eje de las- ordeuadas-a-la EC que pasa 
por el centro la^ecuadibn deFfeinfiflo^s&i 1 1 
p 2 d=?' l 2 ri~z 2 -^2 bz-^b^ ^C); . phi! 1 :: r c : *ioq* 

: -.Si en la ecjJacion (B), se- habe a^r,; e&to es, que- 
el eje de orderiaaas sea ; la linea. m&y la.eeuaciou §b*t 
ra r 2 —r 2 — 2 rx-hx 2 -iz 2 , que da .z 2 ?m2rxA~x 2 (D), 
que es la mistna que obtu vim os-antes ($o). 

Si en la naisma ecuaci an (B)~s£ -hace u=o , 6 se 
supone que elpnjenjde las coordenadasrsea ei cen;- 
tro , la ecuacion sera r 2 =x 2 -tz 2 ' 6 zt^r^-^x 2, (E ijy 
que es tambien la misma de antes 
• 5 6 Cuaiquiera de las ecuaciones del cireulo que 
hemos sacatib ; es sUficieiite ‘para~c6hsti'uir esta cur- 
ya pox . pantos.. f v> * ?-[ • •. • > ? ;>r; ohr.j 
r.iix&s.U tomardmoS por ejempl&dar eeuaciou (D) en 
que observamos. que ,ha.y_ una cantidad-constante 2 r;- 
y que por consiguiente variando-este valor variara 
tambien la curtfa, es debir ,~sera mayor, irienor & c.j 
p'or-lo que la determinaremos a arbitrio , .suporiien- 
do 2r"AB (tig. 2 5) $ .y concibiendola. dividida en.un 
numero cuaiquiera de partes , tal coino io , repre- 
setuando por. 1 el -valor de cada una de estas partes,: 
se convertira la ecuacion en z 2 z=ziox—x 2 ? que d&. 

2=zhv/ 105c — x 2 . 

Supongamos &hora la abscisa x=o , y tendremos 
zp&pfofj, .que indica. que el, punto de orijen A ha de 
ser un punto de la curva ; suponiendo la abscisa; 
.esto es, ig.ua! con la distancia. que-hay.desde 
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el orijea hasta el panto i, sera 

zzz±:V ioxi—l 2 zzdz\/ xo — i—zh\/ 9= ±3; 

que dice que en el panto 1 se levante una perpen- 
dicular u ordenada iM, igual a- tres veces la- dis- 
tancia Ar ; y coino a una mtsma abscisa correspon- 
de otro valor igual negativo de la ordenada , tam- 
bien se bajara desde el mismo panto 1 una perpen- 
dicular igual con 3 , tal como~ mi. 

Suponiendo ■xdz2-> resulta 

ss~±;v/20 — t 4~ dr \/ i6rrdr4 $ 

por lo que tomando dos ordenadas, la una positiva 
y da otra negativa r iguales’ con 4 , los puntos M 7 , 
m', cor responder an a ia curva. 

•Haciendo jc= 3 -resulta "t 

2 ^=±S/ 3 o— 9 — =*= \/ 2 X=i 4 >; j 

que tomando ordenadas de esta magnitud , se ten- 
d'r an los pantos M'', m 7 '. --- 1 * 

Haciendo / resulfa 

j6=±;V / 24=:di4,8j 

que totnando las ordenadas 4M /// , 4w /// , de esta 
magnitud, los- puntos' M /;/ , ■ corresponderan 

4 la curva. Suponiendo x-=$ , sera. 

s=zir\/ 50—25 =d:\/ 25=^5; 

por lo que tomando las ordenadas de esta magnitude 
se tendran los puntos M- , m! v . 

Haciendo jc= 6, 7, 8, 9, 10, 
resultan para z los mismos valores que antes se ob* 
tuvieron para *=4, 3, 2, i, o. 

Haciendo 5 c=ii, resulta 

z =±:\/ 1 1 o — 1 2 1 ~zh\/ — ri* 

valor imaginario , que indica que mas alia del pun- 
to B no hay curva. 

Esc. A 1 trazar una curva por puntos, no solo 
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sehandedar ala abscisa valores positives , hasta 
que resulten ordenadas imaginarias , 6 se vea que 
crecen indefinidamente , sino que tambien se le nan 
de dar todos los valores negativos que puedan sa- 
tisfacer a su ecuacion. Asi, ahora supondremos 

— i, lo que da z=±\/ — io — i=dt\/ — 1 1* 

valor tambien imaginario ? el cual indica que no 
hay curva mas a la izquierda del punto de orijen A; 
por lo que haciendo pasar ahora una curva por los 
puntos M, M 7 , M", &c. m , m' ? m", Ifc. esta sera la 
circunferencia del drculo > y quedara trazada coa 
toda exactitud. 



De la elipse. 

57 Cortando un cono, cuyo. angulo £ de las 
generatrices , junto con la inclinacion del piano se- 
cante, sean menores que it , hemos obtenido una 
curva cerrada que hemos llamado elipse 9 cuya e- 



cuacion es % 



2 



sen.a sen.(a-+*£)/ csen.£ 



co s.jfi 2 



X 



sen. (ch-<?) 



x~x 



P 



y como (§ 43) - 



csen.£ 



es igual al eje AO (fig. 21), 



sen.( 

6 al BB ; (fig. 2 6), representando este por 2 a ? la e- 



cuacion de la elipse seraz 2 — 



sen.asen.(a-h£) 



cos.^6* 2 



(2 ax — x 2 )n 



sen.a sen. (a-f'S’) 



cos .%S 2 



xx(2 a—x) (A). 



Donde vemos que la x no puedeser negativa, ni 
mayor que 2a 5 porque entonces seria la z ima- 
ginaria. 

Para obtener los puntos en que la curva corta 
al eje de las ordenadas , sebara oc=:o ? que da zzz o$ 
>or consiguiente solo la carta en el orijen B de las 
•oordenadas. 
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Ilacle tia'cr ztro y res ulta acizro 'actrlfe; 
que mahiriesta que ia curva coria-al eje de las abs* 
cisas en ’el orijen B, y en el panto R ', ■ distant e del 
orijcn la magnitud cm 

Si se hace la sdnegativa 6 >2 a, la z-sera ima* 



ginaria 5 lo que manifest a que ,1a curva esta com- 
prendida entre los puntos B, B\ 

58 Sacando el valor general de sera 



%=‘±L 



‘sei i ? a$e n, ( aq-6) 
■ COSij@ 



faax— x 2 )} 



que manifiesta , que a cadi abscisa-eorresponden- dos 
ordenadas iguales y de signo contrario $ 0 lo que es 
lo mismo , que la elipse se es.tiende igualmente lia- 
da uno y otro lado del eje de las abscisas. 

El primer factor es constante, y el otro 2ax—x 2 
va creciendo al inrsnao tiempo que lo hace x, hasta 
que esta tiene luI valor zna: y para valores mayo- 
res que a, va dismiuuyendo 2 ax—x 2 j luego la or- 
denada % va creciendo hasta aczza, y despues va dis- 
minuyendo hasta xznia , que da 3=0. 

£9 Hagamos x==BA > y se tendra 



a 

^seh.aseh^a-h^^rhCAzz-hl;, 

cos. -I? 

T-epresehtando por b lit mayor ordenada CA de la e* 
lipae 5 y ele.vando al cuadrado , sera 



b 2 zn — - — — xsen.asen,(a-H?) , que da 
cos.A£ 2 



b 2 sen. a sen. (oh-?) 

: cos.'ffi ’ 

luego sustituyendo en vez de.este segundo miembro 
el primero en la ecuacion ( (A )§ 57) de la elipse, 

b 2 

se converiira en % 2 —~(iax — x 2 ) (M). 



60 En general, hetnos dado el nombre de eje a 
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la Un : ea BB~2^5 pero enJa elipse laBB' se llama 
primer eje 6 eje mayor, la linea CC' se llama el $e~ 
gundo. eje a eje menor -j y el punto A en que se cru- 
zaa ios ejes, se llama, centro de la elip.se. 

Si trasladamos el orijen a A, y representamos 
por la abscisa AP=BP— ABr=w-— a., ;que da 

sustituyendo este valor en la ecuacion (M), 

se tendra % 2 =-r(2 a(a 4 -x') — (IHi 0 2 )“ 

& ■/; :c > ' 

%(2a 2 *2ax'^a 2 ^£ax' — (a 2 — x n ) y 
a 2 a 2 . 

6 suprimiendo el acento, sera z 2 =— (a 2 — k 2 ) (N), 

que es la ecuacion de la elipse referida a sus ejes 
y asu centro. 

6 1 Be llama pardmetro. de un eje a una terce- 
ra proporcional a dicho eje y al otro j asi , ila-r 
mando p el parametro del eje mayor, sera 

2 b 2 

2a:zb:i2b:p=z que dividiendo por 2 a sale 

!!.=:— : cuvo valor sustituido en las ecuaciones 
2 a a 21 ^ 

p 

(M), (N), las convertira en z 2 = — (2 ax—<x 2 ) (P) f 

p 

% 2 z=. S- (a 2 r-x 2 ) (Q) , que s on las ecuaciones de la e~ 
•. 2a 

iipse con relacion al. pardmetro. . 

62 Si trasladamos el orijen al punto: C, cuyas 
coordenadas respccto del orijen Bson.x'—a, z'z=zby 
y llainamos Z a las nuevas abscisas contadas en el 
eje CC' y X a las ordenadas j que ahora se con- 
taran en el eje BB' (por ser.paralelo al que se po- 
dria tirar por C), tendremos que la abscisa Z=CQ* 
correspondiente al punto M ; sera iguala : 
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CA— AQ=CA— PM , 6 Z—b—% , que da zTzb— 2 $ 
y la nueva ordenada sera 

X =s=QM=AP=BP — ABr=x—a , que da x==J&j^ 
sustituyendo estos valores en la ecuacion (M) de la 

a 2 

curva, y despejando X 2 , se tendra X 2 z=z-^(2bZ~ Z 2 ), 



y si ahora mudainos la X en z, y la Z en x, la ecua- 
. a 2 

cion anterior se convertira en % 2 =— (2l?x — x 2 ), 

que es la eGuacion de la curva referida al vertice 
C j pero cuando se haga uso de ella , se ' debera 
tener presente que se han mudado los ejes j esto 
es , que el eje mayor que antes era eje de absci- 
sas , ahora lo es de ordenadas $ y el segundo, que 
era eje de ordenadas ,, ahora es el de las abseisas. 

6 3 Si consideramos dos puntos M, M‘, cuyas 
cocrdenadas AP, PM , AP', P'M', sean x, % , x', s', 

b 2 b 2 

tendremos z 2 —~(a 2 —x 2 ) % /2 rr:— (a 2 — x' 2 ) j y for- 



mando proportion con estas dos ecuaciones sera. - 



% 2 :% /2 :>-—(a 2 — x 2 ):—(a 2 — x /2 )::a 2 — x 2 :a 2 
a 2 a 2N 7 




(a-*-x)(tf — x):(a~Hx ; )(a — ; BPxB / P:BP / xB / J? / j 
luego los cuadrados de las ordenadas son entre si co* 
ttJO Ioj productos de las abseisas , entendiendose en 
general por abseisas las partes en que queda divi- 
dido el eje por las ordenadas. Asi , la abscisa del 
punto M , considerando el orijen en A , es la AP* 
considerando el orijen en B es BP, &c. y las abs- 
cisas del mismo punto son BP, B'P 

64 Toda Unea ?nAM tirada por el centro y que 
termina con sus estremos en el perimetro de la elip- 
se , se llama didmetro , y todos los didmetros estdn 
divididos en el centro en dos partes iguales. 

Porque si a derecha 6 izquierda del punto de 
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orijen A , se toman las abscisas AP, A p iguales, 
ja ecuacion de ia curva dara iguales las ordenadas 
MP, mp j luego si unimos los puntos M , m con ci 
centro A , los triangulos Amp , AMP, serun igua- 
les (I. 260), y daran 7»A=MA, y ios anguios 
w Ap=MAPj y anadiendo MAp , sera 
wAp4-pAM*=MAP4-pAM=7r j por lo qqe (I. 256) 
las dos rectas m A , MA , no forinaran sino una 
sola y misrna linea , la cual sera un diametro , y 
quedara dividido en dos partes iguales en A. 

6$ Si desde et centro A (fig. 27) con un radio 
AB=tf , se describe una circunferencia de circulo, 
y consideramos que la abscisa x es comun para la 
elipse y el circulo, la ecuacion de este sera (§ 53) 

b 2 

Z 2 =a 2 — x 2 j y la de la elipse sera % 2 =— (a 2 — x 2 )j 

ci 

y poniendo en vez de a 2 — x 2 su valor Z 2 , se tenara 

en general %~—xZ, 
a 

y segun sea b< 6 ">a , as! sera z< 6 >Z; 
por consiguieute si desde el centro de la elipse y con 
los setniejes , se describen dos circunferencias de cir- 
culo, la elipse comprendera a la mas pequena, y es- 
tara comprendida por la mayor. 

De aqui se sigue que el primer eje de la elipse 
es mayor cpue todos los didmetros , y el segundo menor . 

66 Si en virtud de la relacion precedence , se 
quieren encontrar las coordenadas de la elipse, cuan- 
do se conocen las del circulo descrito sobre uno de 
su s cjes , basta disminuir 6 aumeiitar estas ultimas 
en la relacion de b a a. Esxa propiedad nos va a ser- 
vir para describir una elipse por puntos , cuando se 
conocen los dos' ejes. 1 ~ 

Desde el punto A como centro , y con los radios 
AB , AC , iguales a los dos Semiejes a y b, se des- 
cribiran dos circunferencias de circulo j despues se 
tirara un radio cuaiquiera A'NM j se bajara desde el 

3 T. li. 
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punto M una perpendicular MP sobre el eje BB'$ y 
tirando despues NQ paralela a AB', el punto Q lo se- 
ra de la elipse j porque los triangulos semejantes AMP, 

AN b 

NMQ, dan AM:AN::MP:QP= xMP=:— xMP. 

x x AM a 

Haciendo lo mismo para cada punto , se tendra 
(65) construida la elipse. 

67 Se Hainan focus de la elipse a los puntos F, F / 
(fig. 28) situados sobre el eje BB', y tales que la do- 
ble ordenada que corresponde a ellos , es igual al 

2b 2 . 

parametro * del eje mayor. 

a 

Para determinarlos , en la ecuacion de la elipse 

b 2 b 2 

x 2 =— ~(a 2 — x 2 ), se hara 2=— , 
a 2 a 

,b*b 2 , b 2 

lo que dara — z= — (a 3 — x 2 ), 6 dividiendo por — , 
a 2 a 2 a 2 

sera b 2 =ci?—x 2 , de donde x 2 —a 2 ~b 2 ; y represen- 
tando por c el valor conocido que resulta para x, 

tendremos x=±r s/a 2 — b 2 —zhc* 

Para construir estos valores de x, desde el estre- 
mo del eje menor coma centro , con un radio igual 
al semieje mayor (16 esc. 2. 0 ) se describira. una cir- 
cunferencia de circulo , y los puntos F , F', en que 
encuentre al eje BB', seran los focus j porque el 

triangulo ACF da AF=rV/CF 2 — CA 2 =\/u 2 — b 2 . 

68 La distancia AF del centro a los focus , que 
hemos seiialado por c, se llama escentricidad de la 
elipse, y las dos rectas FM, F'M , que desde un 
punto cualquiera M’se tiran a los focus , se llaman 
radios vectores. 

Para hallar los valores de estos , consideraremos 
los triangulos rectangulos FPM, F'PM, que dan el 
primero FM 2 =PM 2 ^FP 2 =2i 2 4-(c-i-x) 2 5 poniendo 
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en vez de z 2 su valor (N , 60) , y a 2 —b 2 en rez de 
c 2 , reduciendo el entero a la especie del quebrado 
y •simplificando , tendremos 

b 2 

FM 2 =— (a 2 — x 2 )-t-(c 2 =a 2 — £> 2 )-f-2 cx-H* 2 " 
a 2 

orb 2 — b 2 x 2 -ha 4 — a 2 b 2 -h 2 a 2 cx-ha 2 x 2 



n x 2 

a 2 -hcx\ 

~r 



a 4 -h2ci 2 cx-h((a 2 — b 2 )=c 2 )x a 



< 



C X 

lo que da FM=a + — j 
a 

del mismo modo , considerando el segundo , se halla 

F'M=a~—. 

a 

Sumando estas dos espresioncs resulta FM+F'Mr: 
a a, cuya ecuacion nos dice que la suma de los radios 
vectores tirados d un mismo punto de la elipse es igual 
con el eje mayor . 

69 De aqui resulta un nuevo metodo para des- 
cribe una elipse , cuando se conoce su eje mayor 
BB' y la posicion de los focus F , F'; para esto , se 
toinara desde el punto B una longitud cualquiera 
BK sobre el eje BB'j desde el punto F como centro 
con un radio FM=BK , se describira un arco de 
circulo; desde el punto F' como centro y con un ra- 
dio F'JVfcsB'K, se describira otro arco de circuloj 
su punto de interseGcion M corresponded a la elipsej 
y procediendo del mismo modo se tendran los pun- 
tos que se deseen. 

Esc. Es ventajoso describir los arcos de circulo 
a un mismo tiempo por la parte de arriba y por la de 
abajo del eje $ pues por este medio se encuentran a 
cada operacion dos puntos de la elipse. 

70 Si se dan conocidos los dos ejes, se determi- 
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nan los focus (67) , y despues se procede a la cons- 
truction; pero si la elipse ha de ser muy grande ; se 
fijan en los focus los estremos de un hilo , igual en 
longitud al eje mayor , y estirdndole bien por medio 
de un lapicero , se hace girar este , y va describiendo 
la elipse por un movimiento continuo . 

Esc. Reciprocamente , partiendo de la propiedad 
de ser la suina de los radios vectores igual al eje ma- 
yor, se puede deducir ia ecuacion de la elipse y to- 
das sus propiedades. 

71 Ya se sabe (I. 297 y 441) lo que en general 
se llama- tangente ; pero en las secciones conicas se 
llama en particular tangente a la parte MT de la tan- 
geute tT , comprendida entre el punto de contacto M, 
y el punto T en que corta al eje de las abscisas ; y 
se llama subtangente a la parte PT del eje de las abs- 
cisas , comprendida entre el punto T y el P , pie de 
la ordenada correspondiente al punto de contacto. Se 
llama normal , a la linea iVLN perpendicular a la tan- 
gente en el punto de contacto; y subnormal, es ia 
parte PN interceptada por la normal y la ordenada 
PM del punto de contacto. De dos diametros Mm, 
MW (fig. 29) se dice que son conjugados , cuando 
el uno MV, es paralelo a la tangente que pasa por 
el estremo del otro. 

Esc. Se puede deducir una ecuacion de la cur- 
va referida a sus diametros ; y tambien se podrian 
hallar espresiones analiticas de las lineas que hemos 
dicho antes ; pero esto ultimo lo dejainos para otro 
lugar. 

De la parabola , 

72 Cortando un cono recto con un piano paralelo 
a una de las generatrices , ha resultado una curva 
infiuita , que hemos llamaao parabola , y hemos ob- 
tenido para su ecuacion s^rz^cscxsen.-^ 2 ; y haciendo 
la cantidad constante 4csen.|£ 2 :=zp , la ecuacion de 
la parabola sera z 2 =px. 

Para tener los pantos en que corta al eje de las 
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k, hagamos z—o y resultara xzzoj es decir , que 
esto tiene lugar en un solo punto, que es el orljen 
de las coordenadas. 

Haciendo sc=o , se tendran los puntos en que 
corte al eje de las z $ y como esta suposicion da zzro, 
manifiesta que esto no se verilica sino en el orljen. 
Asi , la curva no tiene mas de un punto comun con 
el eje de las sc y de las z , que es el orljen de las 
coordenadas. 

73 Resolviendo su ecuacion con relacion a z, 
sale z—zhs/px, 

Estos dos valores iguales y de signo contrario, 
manifiestan que la curva se estiende igualmente por 
Id parte superior e inferior del eje de las x. 

74 Para todos los valores negativos de x resulta 
z imaginaria , pues que p es una cantidad positiva; 
luego la curva no se estiende por el lado de las 
abscisas negativas , y esta lii^iitada en este sentido 
por el eje de las z. 

Y como los valores de z son tanto mayarcs cuan- 
to mayor es sc , la curva se estiende i n demndatnente 
por esi;e lado del eje de las , y tiene la form^jzAM 
que representa la (fig, 30). 

75 Como por la ecuacion precedente, la relacion 
del cuadrado de la ordenada a la abscisa es la mis- 
ma para todos los puntos de la curva , respecto de 
otras coordenadas X , Z, se tendra Z a =pZ, lo que 
da Z 22 :.z::pX:py::X:x y cuya proporcion manifiesta 
que en la parabola los cuadrados de las ordenadas son 
entre si como las abscisas .correspondientes . 

La .linea indefinida AX se llama el eje de la pa- 
rabola j y A es su vertice. 

76 Para describir la parabola, se tomara sobre 
el eje d.e igs x , partiendo del orijen , una distancia 
AB, igual con p , que se llama pardmetro de la pa- 
rabola. Despues haciendo centro. en un punto cual- 
q.uzera G, tornado en el mismo eje, y con un radio 
igual a CB , se describira una circunferencia de cir- 
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culo. En el punto P estremo de su diametro se ele- 
vara la perpendicular PM, y en ella se tomara una 
parte MPzzQA , con lo que se tendra el punto M, 
que corresponded a la parabola. 

En efecto, por esta construccion se tiene (I. § 333) 
AQ 2 =ABxAP , de donde PM 2 =:AQ 2 :=:pxAP=:px; 
tomando la P;7 j=zPM , se tendra el punto hi por la 
parte inferior j y del mismo modo se construiran 
cuantos pantos se necesiten. Esta parabola- se suele 
llamar la vulgar 6 apoloniana . 

77 Se llatna focus de la parabola a un punto F 
(fig. 31) situado sobre el eje de las x, tal que la do- 
ble ordenada que le corresponde , es iguaf con el 
parametro de la curva. 

Para determinate sehara en la ecuacion 

de la parabola, lo que da Jp 2 =pc, de donde x~ip$ 
que espresa la abscisa pedida. Asi, en la parabola 
la distancia del focus al vertice A de la curva , es 
igual d la cuarta parte del parametro. 

78 Si se busca la distancia FM de un punto 
cualquiera de la parabola al focus, se tendra 

FM 2 =PM 2 +FP *=z*+(x-ip) 2 = - v ’ 
px-hx 2 — ^px-h T \p 2 =x 2 -hjpx-hj T w p^=(x-h^) z ■ que 
estrayendo la raiz cuadrada sale FM=5c -t-Jp. 

Luego la distancia de un punto cualquiera <de la 
parabola al focus, es igual a la abscisa de este punto, 
mas la distancia del focus al vertice de la curva. 
Por consiguiente, si se toma a la izquierda de A 
una magnitud BA=Jp, y por B se concibe lar BL 
perpendicular al eje AX , como toda linea ML tirada 
desde un punto cualquiera de la curva, sera igual 
con su paralela PB=AP-j-BA=5c-t-}p , tendremos 
que los punt os de la parabola estdn d igual distancia 
del focus que de una linea BL tirada perpendicular - 
mente d su eje, y d una distancia del vertice igual Jp, 
cuya linea se llama directrix. 

79 De aqui resulta un medio de trazar la para* 
bola cuando es conocido el parametro p. Para esto, 
de una y otra parte del punto A se tomaran en el 



SECCIONES CONICAS. 39 

eje AX las longitudes ABrzAFzzJp , y el punto F 
sera su focus. Por un punto cualquiera P del eje se 
levantara una perpendicular indefinida PM; despues 
tomando la distancia BP , desde el punto F como cen- 
tro y con esta distancia por radio , se describira un 
arco de circulo que corte a la recta PM en dos pun- 
tos M, los cuales corresponderan a la parabola. 
Porque de. este modo resulta FM=AP-hAB~3Crh^p. 

80 Tambien se puede en virtud de la misma 
propiedad describir la parabola por un movimiento 
continuo. 

Para esto se ajusta a la directriz BL una escua- 
dra movil EQR (fig. 32); despues tomando un hilo 
de una longitud igual a QE, Se fijara uno de sus es - 
tremos en E, y el otro en el focus F de la parabola; 
se estendera despues el hilo por medio de un lapi- 
cero que se teridra siempre bien unido al canto QE; 
y haciendo andar la escuadra a lo largo de la direc- 
triz , el lapicero girara a lo largo de QE y descri- 
bira la parabola. 

En efecto , como el hilo es igual con la longitud 
de la regia QE, se tendra FM+ME=QM+ME , que 
quitando la parte comun ME , da QM=MF. 

81 En la parabola , como en la elipse , se llama 
tangente a la MT (fig. 33), subtangente a la PT, wor- 
mal a la MTNf , subnormal a la PN , y didmetro es 
toda linea ML paralela al eje de la parabola. 

De la hiperbola. 



82 Cortando un cono, cuyo angulo £ de las ge- 
neratrices , junto con la inclinacion a del piano se- 
cante, sean mayores que tt, hemos obtenido unacurva 
ilimitada por ambos lados del vertice del cono ; la 
hemos llamado hiperbola, y nos resulto (48) para su 



ecuacion % 



, sen.axsen.(a-h£) / csen.£ 



cos.-|C s 



sen.(a+£) 



. X-hX 






4o 



y coma en este caso -- 
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csen.£ 



es igual a la lxnca 



sen; («-+-£) 

AO' ((ig. 22) 6 a la BB' (fig. 34), representando esta 
por 2 a , la ecuacion de la hiper bola sera 

_ sen.a c en.(a-' £) „• A _ 

% 2 — „ 1 (2ax-bx 2 ) (A). 

cus.^f 2 

Par$ tencr los puntos en que corta al eje de las 
x haremos z—o , lo que da x~o , y x=z — 2 a; es 
decir, que esto se verifica en dos puntos diferen- 
tes B, B', de los cuales el uno es el mismo orijen 
de las coordenadas , y el otro esta situado del lado 
de las abscisas negativas a una distancia 2a del mis- 
mo orijen. 

Haciendo jc=o ; se tendran los puntos en que la 
curva corta al eje de las z, cuya suposicion da zrro; 
es decir , que esto solo se verifica en el orijen de las 
coordenadas. 

83 Resolviendo la ecuacion con relation a * > 

, , ^sen.#sen.( . 
tendra a=rhK >* 

que manifiesta que a cada abscisa corresponden dos 
ordenadas iguales y de signo contrario , 6 io que es 
lo mismo, que la curva se estiende igualmente hatia 
uno y oiro lado del eje de lay x En esta ecuacion 
se ve que cuanto mayor sea x positiva , tanto ma- 
yor sera el valor de z , y por consiguiente la rama 
MBm se estiende al injinito. Si se hace negadva la 
x , se converura la ecuauon en 



se 



j/ s ^»'« xscn.(«+f) ( x z— 2 g X )i 

cos.f£ 2 

valor imaginario, mientras sea x<2a-, nulo cuand© 
x~2a : y real y cada vez mayor, conforme va sien- 
do la x negadva mayor que 2 a, es decir, que dqsde 
el puino Lf a la izquierda, la curva M 'BW se es* 
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jtiende tambien al infinito. Si buscamos la ordenada 
correspondiente a ,x=a , se obtendra 

z==b — V" — sen.axsen.(a-+*£)= (I. § 136) 
cos,|ff 



fc —\/ sen.axsen.(a-+-ff)XV / — ■ i=±:b\( *— 1 , 

cos, -iff 



V'sen.asen.(a-bff) 



(llamando b la parte real — 

que elevando al cuadrado este valor seTa 

. „ a 2 b 2 se.ase.(a-+ff) 

t 2 = xse.ase,(oH-ff), que da -5= > 

cos. -§ff 2 0 cos. ^ff 2 

luego sustituyendo en vez de este segundo mieoibro 
el prime ro en la ecuacion (A, 82) de la hiperbola, 

b 2 

se convertira en z 2 = —(zax+sjp (B). 

84 La linea BB '—2a se Hama te primer 0 de la 
hiperbola , y la linea bb'zzzb , se llama el segundo 
ejey Y el punto A en que se cruzan los ejes, se 11 a- 
pa centro. 

85 Si trasladamos el orijen al centro A, repre- 
sentamos por x'la abscisa AP=AB^-BP=a-K\r (que 
da xrzx'— a) y sustituimos este valor en la ecuacion 

b 2 

(B, 83 se tendra % 2 = a(x'~a)^x'~a)f)z=z 

a 

b 2 b 2 

— ( 2 ax ' — 2 a 2 -f*x /2 — - 2 ax' -ha 2 )— ~ 2 (x ' 2 — a 2 ), 



6 suprimiendo el acento sera z 2 = — (x 2 — a 2 ) (C), 

a 2 

que es la ecuacion de la hiperbola referida d sus ejes 
y. d su centro . 

86 Se llama pardmetro de un eje a una tercera 
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proporcional a dicho eje y al otro j a si , llamando £ 
el parametro del eje primero , se tendra 



2a:2b::2b:p= 




p b 2 

que dividiendo por 2 a sale — =— ; 

2a a~ 



cuyo valor sustituido en las ecuaciones anteriores (B) ? 
(C), las convertira ea 



% 2 =^{iax-^x 2 ) (D), % 2 =— (.oc 2 — a 2 ) (E), ! 
2 a 2 a 



que son las ecuaciones de la hiperbola con relation 
al parametro. 

f 87 Si consideramos dos puntcs cuyas coordena- 
das sean xyx, x , % , tendremos 



^ue' foriiiando proporcion y simplificando sera 
& 2 :z / 2 :x 2 ^a 2 ix / 2 ^a 2 ::(x+a)(x — a):(x'-ha)(x' — a) ; 
que ‘manifiesfa que los cuadrados de Ids ordenadai 
son entre si como los productos de las abscisas , liaman- 1 
dose aqux abscisas las distances BP, B'P, del pie de 
la ordenada a los dos vertices B , B y de la qurva. 

1 88 Toda linea MM 7 , que pasa por el centro y 
tcrmina en la curva 5> se llama didmetroj y se. de- 
muestra del mismo modo que en la elipse, que to- 
dos los didmetros estan divididos en el centro en dos 
partes iguales . .. 

89 Es muy importante observar que la ecuacion 
de la hiperbola , y todas sus propiedadcs , son las 
mismas que las de la elipse , mudando en esta b en 

b \/ — 1 6 b 2 en — -b 2 . 



90 Si suponemos b~a, la ecuacion de la hiper-' 
bola sera 2 2 =x 2 — •a 2 ^ en cuyo caso se llama hiper-* 
bola equildtera . 
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pi Los focus de la hipe'rbola son los p'untos F, 
(fig. 35) situados en la prolongacion del eje BB', 
tales que la doble ordenada que les corresponde , es 

2 b 2 

igual al parametro — — . 

a 

b 2 ' 

Para determinarlos .haremos en la ecua- 

• a 

b * b * b 2 

cion z 2 — — (x 2 — a 2 ) , lo que da'— ^^(x 2 ^ 2 ), 
r a 2 a 2 a* 

b 2 • , 

qne drividiendo ambos miembr'os por — ^ sc reduce a 

I h 2 zix 2 '—a 2 , .6 x 2 r=a 2 -hb 2 ;> que da x—$i\/'a?~hb 2 : . 

valor que se construye del modo siguiente : 

En uno de los estremos del primer eje se eleva 
una perpendicular BE igual al semieje segutido. Des- 
de el centro A con un radio AE , se describira una 
circunferencia de circulo que cortara al eje de las abs- 
cisas en dos puntos F, F, que seran los focus db la hi- 

petbolaj porque AF=AE=V AB 2 +BE*z=\/a 2 -hb 2 .- 

92 Si desde el punto M de la hiperbola se tiran 
los radios vectores FM, F'M, a los focus , y se hacc 

\/a 2 -f-b 2 s=c , 

se tendra FM 2 =MP ! "^-FP^MP^AP— AF) 2 =* 

b 2 

z 2 ~h(x—c) 2 =z—(x 2 ‘—a 2 )-hx 2 -+-2cx~hc 2 j 

de donde se saca de un modo analogo al espuesto (68) 

para la eiipse , FM= C -^a , y F'lVfcz: - — ha - 7 
a a 

y restando'estos valores tendremos F'M— FM=?aa, 
decir ? ~qxre en la hiptrbola La diferencia de los 
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radios vectores tirados d un misrno punto , es iguat 

al eje primero. 

93 Esta propiedad da una construction para la 
hiperbola analoga a la que hemos hallado para cons- 
truir la eiipse , y es la siguiente. 

Desde el focus F ^ comp centro , con un radio 
cualquiera BO , se describira un arco de circuio; 
desde el otro focus F', como centro, con un radio 
, se describira otro arco de circulo, 
y los pantos cotno el M en que corte al precedente, 
perteneceran a la hiperbola; porque segun esta 
construccion sietnpre se tendraF'TVI — FM^BBn^^. 

Sehalando el punto correspondiente por la parte 
inferior ,.y haciendo lo mismo al otro lado del orijen, 
se tendra la segunda raiiia de la curva. 

94 En virtud de la misma propiedad se puede 
describir tambien la hiperbola por un movimi'ento 
continuo. 

-Para esto se fija en el focus F' una regia F'M 
que pueda girar al rededor de este punto.. Al estretno 
Q y en el otro focus F esta fijo un hilo FMQ tal 
que F'MQ— FMQrrBB', que quitando.ia pane co- 
inun QM hace que F'M — FMzrBR'; haciendo girar 
despues un lapicero a lo largo del hilo, se le obiiga 
a aplicarse siempre contra la regia que gira al rede- 
dor del , punto F', y el -lapicero por este procedi'* 
miento describe la hiperbola que se quiere. . 

95 La hiperbola ,como la eiipse, tiene didme - 
tros conjugados , tiene tangente ,* subtangertte , normal 
y subnormal ; y adetnas se pueden-tirar por el centro 
unas lineas tales como AL, AL' (fig. 36) que aun- 
que continuamente se vaa acercando a la-qurva, 
jamas la llegan a encontrar ; por cuya razon dichas 
iineas AL,.AL', sc Hainan asintotas v 

De las funcionzs. 

95 Se llama funcion a toda. cantidad 6 e$presicn 5 
cuyo valor depcnde del de una variable. Asifc eii 
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toda ecuacion indeterminada la variable del primer 
mietnbro es funcion de la del segundo, y al contra- 
rio j y las ordenadas son funciones de las absci- 
sas y &c. 

Las funciones se dividen en reales y aparentes . 
Se Hainan reales aquellas en que para cada valor 
de la variable resulia uno nuevo par la funcion, 

tales son z=a+2x , %—ax-bS/ or — x 2 , & c.; 

y se Hainan aparentes aquellas cuyo valor es cons- 
tante , cuaiquiera que sea el que tome la variable, 
tales son z—x ° 9 zzzzi x , &c. que sieinpre son igua- 
ies con la unidad. 

Tambien se dividen en algebrdicas y transcenden- 
ts ; algebraicas son aquellas en que las variables 
escan eniazadas con las constantes , solo por adicion, 
sustraccion , &c. sin entrar en ellas llneas trigono- 
| metricas , logaritmos , &c, j pu es cuando entran es- 
; tas cantidades se Hainan transcendentes. 

Las funciones algebraicas se dividen en ractona - 
/es e irracionales ; racionales son las que no en- 
vuelven ningun radical ; e irracionales las que con- 
tienen la variable debajo de algun radical. 

Estas se dividen en esplicitas e impHcitas ; es- 
plicitas son aquellas en que ya se halla ei radical, 

coino en z=a-h\/ ax— x 2 $ 

impHcitas son las que-no le contienen hasta despues 
de resueka la ecuacion , como % 2 —2 ax— x 2 , que da 

z—±l\S zax—x 2 , 

Tambien se dividen las funciones en enter as , que 
son cuando la variable no tiene esponente negativo 
ni se halla por divisor 5 y qiiebradas > que son cuando 
la variable tiene esponentes negativos 6 se halla 
por divisor. 

Si el esponente de la variable en el numerador 
es menor que en el denominador, la funcion es ge« 
ttuina ’ 7 y si al contrario , es espuria. 
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Tambien se dividen en uniformes , biformes , £riV 
formesy .. multiformes , segun resulta para la fun* 
cion nno, dos, tres,... rnuchos valores , para cada 
uno de la variable. 

97 Tambien hay funciones de dos 6 mas varia- 
bles , como z 2 ‘z=axu-hbx 2 +cx~hmu-hnu 2 , en las cua- 
les se puede considerar la x como constante y la # 
como variable, y al contrario : 6 se puede hacer va- 
riar a las dos a un mismo' tiempo, y ver los va* 
lores .que resulian en cada uno de estos casos para 
la funcion j y como variando x , no hay precision 
de que varie u al mismo tiempo , 6 al contrario, 
por esta razon la funcion z 2 se dice que es de dos 
variables independientes. 

Para indicar que una cantidad es funcion de otra, 
se pone delante. de la variable una f 6 F, 6 <p j asi, 
zzztti , z=F.x, zrr<p.3c, dan a entender que z es 
funcion de x , y se leen z igwu/ funcion x j z igual 
funcion grande x , Cuando se quiere indicar la 
funcion de una cantidad ya compuesta de la va- 
riable , se encierra dentro de un parentesis i asi, 
s=f.(x*) 5 z-^z£.(a-hbx) &c. espresan funciones de x 1 
y de a-hbx i &c. ; y para sehalar la funcion de dos 
o mas variables independientes , sc escribe z=f fx } u) } 
3,—i .(x,u,t) &c # , &c. 

98 Cuando el primer miembro de una ecuacion « 
una funcion , y el segurido una transformacion suya t 
si todo lo que hay en el segundo miembro se pasa al 
primero , todos los coeficientes de las diferentes poien - 
cias de la variable serdn cero . 

En efecto, sea s=f.3c, y-supongamos que esta 
ecuacion se transforme en otra que no contenga ra- 
dicals ni divisores j vamos a demostrar que pasando 
al primer miembro todo ,lo que pueda haber enel 
segundo , la funcion vendra a tener esta forma : 
a-hbx-hcx 2 ~hdx s -hl?c.=o, y sera a~o , b—o , c=o, 
d— o, 't£>e. 

Para convencernos de esto, observaremos que 
no habiendo ya radicales ni divisores , lo mas que 
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podra suceder es que haya uq termino donde no se 
lialle x , otro donde este elevada a la primera po- 
tbncia , otro donde se encuentre a la segunda , y asx 
sucesivamente , luego tendra la forma que le he- 
mos dado, pero esta ecuacion se debe verificar, cual- 
quiera que sea el valor de x : 6 permaneciendo inde- 
terminado dicho valor , ningun termino se debe des- 
truir ni por los que le preceden ni por los que le 
siguen ; luego cada uno de ellos sera nulo por si 
mismo j y como la x debe ser una cantidad cual- 
quiera , resulta que el coeficiente es el que debe- 
ra ser cero en cada termino. 

99 De esta proposicion resulta que si se tiene 
una ecuacion de esta forma 

a-hbx*-hcx 2 -h'&c.~/l~hBx~hCx 2 -h'&’c. 

Ids coepcientes de los terminos homologos seran iguales 
en cada miembro y y sera A=a , B=b , Crrc, &c. por-* 
que si trasladafnos todos los terminos del segunda 
miembro al primero , y resolvemos en factores , sera 
(a— A)+(b— B)x+(c — C)x 2 -h^c.=o j 
que en virtud de lo acabado de demostrar , se tendra. 

’ ci—A—q , b—R=.o , c— C— o , =:o, . 

que dan a=A y b=B , c~C , 

Idea general de las series y de los numeros figurados „• 

loo Cuando en los calculos ocurren funciones 
quebradaS, irracionales 6 trascendentes , es suma- 
mente complicado el hallar sus valor es respectivos. 
por las operaciones ordinarias del Algebra. Para ha- 
cer los calculos con alguna espedicion y de un modo 
liiiifbrme, se han inventado las series 7 . entendiendose 
por serie un polinomio de infinitos terminos , por me- 
djo del cual se espresa el valor de una cantidad que 
no le tiene cabal . Cuando los esponentes de la var- 
iable en los terminos de la serie son positivos y van 
creciendo , 6 negativos y van menguando la serie 
se llama ascendentcj cuando son positivos y van men- 
guando, 6 negativos y van creciendo, se llama des~ 
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cendente ; cuando dando vaiores particulares i la va- 
riable, los terminos van disminuyendo , la serie se 
llama convergente j y cuando van creciendo, la serie 
se llama diver gente, 

1 01 Cuando una serie es tal que un termino 
cualquiera depende por una ley constante de alguno 
6 algunos de ios que ie preceden , se llama recurremej 
si depende de uno , se llama recurrente de primer 
orden j si de dos , de segundo or den j si de tres , de 
tercero , &c. j la ley por medio de la cuai se halla tin 
termino en vaiores de los que le preceden , se llama 
escaia de relation, 

Se dice que las series son aritmeticas de primer 
orden, cuando restando cada termino del que le si' 
gue, dan todos una misma diferencia; por lo que 
toda progresion aritmetica es una serie aritmetica 
de primer orden j cuando de ejecutar estas restas se 
orijina una progresion aritmetica, se dice que la serie 
tiene constantes sus segundas diferencias , y que es 
de segundo orden $ del mismo modo se dice que son 
del tercero , cuando las terceras diferencias son cons- 
tames ; y en general del orden n cuando son cons- 
tantes las diferencias del orden n , 

102 Hay metodos generales para desenvolver en 
serie todo genero de funciones ; pero como el calcu- 
lo diferencial nos suministrara medios rnucho mas 
sencillos , solo daremos aqui una idea muy sucinta. 

Para esto , sea — — la espresion que se quiere des- 
a — x 

envolver en serie $ lo primero supondremos que la 
6 erie en que ha de quedar desenvuelta sea 
A+Bx-bCx 7 +Dx 3 -hEx 4 -hFx 5 -hGx 6 
donde los coeficientes A , By C, t&c. son cantidades 
indeterminadas , y no contienen a la x . Antes de su- 
poner la forma de la serie , se deben hacer algunas 
refiexiones, pafa ver: i si tendrd el termino cons - 
t ante A y lo que se conoce si hacierido x=o, resuita 
la funcion igual a una cantiaaa conoeida ; 2. u si se 
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deberd hall ar la variable en el denominador > lo que 
se conoce si haciendo la variable igual cero, resulia 
la funeion infinita ; y 3. 0 si se deberd ordenar la se- 
rie por las potencias sucesivas. , 6 por /as pares 6 las 
impares , &c* f 

Asi como haciendo 3c=o en la funeion propues- 

a a 

ta . resuita s= — =1 , la serie debera tener tdr- 

a — x a 

mino constante A ? que en este caso valdra 1 j por lo 
que tend r emus 

■ z=.A^Bx-i- Cx*-\-Dx3~hEx 4 ~hF x^-b&ic. (M). 

a — x 

Si esta serie es el valor de la funeion propuesta, 
quitando el denominador se tendra 

a~Aa-t-Bax-hCax 2 -hDax 3 -htec. 

— Ax—Bx 2 -Cx 3 —tec. 

Ahora, igualando (99) los coeficientes de los ter- 
minos homologos en ambos miembros , y observando 
que por no cstar la x en el primer miembro , todos 
los ooeheientes de las potencias de x en el segundo 
seran cero > se tendra esta serie de ecuaciones. 
a—Aa , Ba — A~o ? Ca — H—o , 

, . A t^Bi i 

que dan A=z\ , B=—=— , C=— =—, 

a a a a 2 a 3 



y asi sueesivamente seria tec. 

a 4 a*’ 

luego sustituyendo estos valores en la serie (M), 

, , a 1 1 1 

se tendra £=14- — x -\- — - — x 3 ~htec.zz* 



14 - 



a — x 



x x * x* x* 



a 3 



a a * 



-4 



a" 



~(N). 



a 3 a 4 a 5 

Esc. Si observamos la ley de los esponentes , y 
su valor respecto del lugar que ocupan los terminos, 

4 T. II. 
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veremos que el esponente es una unidad menor que 
el iugar que ocupa; asi 5 en el termino que ocupa el 
tercer lugar los esponentes son 2=3—1 y luego en el 
termino que ocupe ei lugar n, los esponentes seran 
n — 1 ? como se ve en el termino (N), que por esta 
razon se llama termino general de la serie. 

a 

103 Si la funcion fuese , la hariamos igual 

oc-hSx 

con A~hBx-hCx 2 -hDx 3 -hEx 4 -hFx^~bGx 6 -h^‘c. 
porque hay termino constante, y no' se debe hallar 
la variable en el denominador $ y sera 

— — =A+Bx~hCx 2 -{-T>x 3 -b-Ex 4 -hFx 3 ^h^yc. 
a-hCx 

que quitando el denominador sera 
a=zA(z -hB a x-bCax 2 -hDax 3 
Y Ax-hC Bx 2 ~h£Cx 3 c. 

que igualando los coeficientes de los terminos homo- 
logos en ambos miembros, resulta a=/ia, de donde 

a 

se saca A = — y aB-h£A—o y 

, , * GA e „ S a Ca 

de donde B -— — = xA— x — = -3 

a a a a a 2 

c&C--f-(o .BzzOj 

uedaC _ Q 

^ a a a a 2 a 3 * 



aD+^C=o, 



que da D=— 



CC 



05 05 



a 4 * * 



lo que manifiesta que si el coeficiente de un termino 
cualquiera se llama P y el del siguiente Q, se tendra 
para determinar este la ecuacion ccQ-hCPzzo y 

CP g 

de donde se saca < 2 — =5— — xP - 7 > 

a a 
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que manifiesta la escala de relation. Comparando los 
esponentes de 6*, a, x ? con el lugar que ocupa cada 
termino en la serie ; y llamando n el lugar que dicho 
$ n — l a 

termino ocupa ? sera dz x n 1 la espresion del 

a n 

termino general ? tomando el signo cuando n es 
impar, y el — cuando n sea par ; y por ultimo se 

. a : a ag a <S 2 . aQ 3 * 

tendra — " — xh x — x 3 

oc-hGx a a 2 a 3 a 4 

a 

104 Si la funcion fuese , antes de desen- 

17 — x 2 

volverla, veriamos que debe tener termino constan- 
te ; y como la variable x solo, se halla elevada a la 
segunda potencia , es de inferir que la serie no ten- 
dra poteneias impares de la variable; por lo que or- 
denandola por las poteneias pares se tendra 

• ~r=zA~hBx 2 -hCx4-t-Dx 6 -hEx^~h'&c. 

b—x 2 

que da az=Ab+Bbx 2 *i«Cbx 4 -hDbx 6 -+-Ebx 8 -b&c. 

— Ax 2 — Bx 4 — Cx G — Dx 8 — to’c. 
que igualando los coeficientes ? resultara 



a 

Ab=a, de donde sale A " — : 

b 




0 

1 

1 


A a 




Cb—B — 0 


c- B = 

b 


II 


'C—"" 0 , 


_ C a 

°~b~W 



toe.,.. , #v . toe. 

J sustituyendo se tendra 



$2 
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a __ a 



a 

V * 



b* 




a 

+ — * 




10$ Toda serie que es ei desarrollo de una fun- 
don, debe ser convergente 6 no nos hace al caso pa- 
ra nada; porque como el objeto con que se desenvuel- 
ve una funcion en serie, es el formarse una idea de 
una cantidad, cuyo valor no se percibe con clari- 
dad, es necesario que tomando un cierto niimero de 
terminos de la serie , se tengan valores aproximados 
de aquella cantidad 6 funcion, lo cual no puede ve- 
rificarse si la serie es divergente ; porque como los 
terminos que se dejen en esta, van siendo mayores 
y son en numero infinito , siempre valdran mucho 
mas que los que se tomen. Pero el ser convergente 
una serie solo se conoce cuando a la variable se le 
dan valores particulares. Asi es , que si en la serie 
ascendente anterior , x 2 es menor que b , la serie sera 
convergente^ pero cuando x 2 sea mayor que b , la 
serie sera divergente , y entonces no se puede decir 
que hemos resuelto el problema, a no ser que en- 
contremos la serie descendente que sea convergente 
cuando sc Esto se consigue ordenando la funcion 
de diverso modo, esto es, al contrario de antes; asi, 



en vez de la funcion — — supondremos quese nos 



ha dado — - , que es lo mismo , y la variable 

3C 2 -H7 

se hubiera hallado en el denominador. 



106 Si la funcion fue.se vV— haciendo las 

mismas observe clones de Sntes la hariamos igual con 
la serie A+Bx 2 +G< 4 +Dx 6 -hEx F '+' , tfc. 
y eleva'ndo am bos miembros al cuadrado se tendrd 
a 2 -~x 2 z=:A 2 ~\-2ABx 2 -h2ACx 4 -i-2ADx c -i-2AEx 8 -htfc, 
-+B 2 x 4 +2BCx 6 +2BDx 8 ~iAfC' 




53 



DE DAS SERIES. 

<le donde sale A 2 — a 2 , 2AB— — : i , 2 AC+B 2 zzo, 
2AD-t-2BC=zO , 2 AE~h 2 B I ) , Uc. 
que dan A=z£.a, 

1 1 

B= -==F— , 

2-^ 2a 

1 _ BC 1 

C— =qr — — , D= ~qr — , 12c. 

2 A 8a* ’ ^ 16a* 

y sustituyendo en la serie sera 

. — — x 2 x 4 x 6 

vv_* =±« T _ T _ T — 



de aqul resultan dos series , una tomando los signos 
superiores, y otra tomando los inferiores; lo que en 
efecto debia veriticarse , a causa de que el radical 
debe tener dos valores. 

1 07 Se liaman series de numeros figurados , aque- 
llas en que lafc unidades de cada uno de sus termi- 
nos , se pueden disponer de manera que representen 
una figura de Geometrla. 

Se Hainan numeros de primer orden a las simples 
unidades 1, 1 , 1 , 1 , 1 , iyi , 1, 1 , 1 , &c. 

Numeros de segundo orden a los naturales 
1 > 2 > 3, 4, 5 > 6 , 7, 8, 9, 10, 11 , &c. 
que se forman por la adicion de los de primero. 

Numeros de Hrcer orden, que se liaman triangu- 
lares, a los que 4e forman por la adicion de los na- 
turales , y son 1,3,6,10,15,21,28,36, &c. 

Numeros de cuarto orden 6 piramidaies , aquelios 
que se forman por la adicion de los triangulares , y 
son 1 , 4 , 10 , 20 , 35 , 56 , 84 , 120 , 165 , &c. 

Numeros de cpxinto orden a los que se forman por 
la adicion de los precedentes , y son 

l i 5 , 15 » 35 > 7° 5 126 , 210 , 330 , 495 , &c. 

Numeros de sesto , de septimo , de octavo , &c. 
orden, a aquelios que se forman. por la adicion de 
los precedentes , y son 1 , 6 , 21 , 56 , &c.$ 
i; 7, 28, 84, &c.; 1, 8, 36, 120, & c., y as! al infinito. 
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108 Como las unidades de los numeros del ter- 
cer orden, se pueden coiocar en forma de triangulo 
equilatero ; y los del cuarto en forma de pkamide 
triangular , se Jes dio por estension a todas estas se- 
ries de numeros el nombre de series de numeros figu- 
rados . Los numeros triangulares resultan de sumar 
los terminos de una progresion aritmetica , cuyo pri- 
mer tdrmino es i y - la razon i ; y coino las unidades 
de los numeros que resulten de sumar los terminos 
de una progresion aritmetica, cuyo primer termino 
es i y ia razon 2 , se podran disponer en forma de 
cuadrado: y la de los formados por. la suma de los 
terminos de otra progresion , cuyo primer termino 
fuese 1 y la razon 3 se podran disponer en forma 
de pentagonos regulares : y en general las de los for^- 
mados por la suma de los terminos de una progre- 
sion , cuyo primer termino es la unidad y la razon 
d , se podran coiocar de rnanera que formen un po- 
ligono regular de d-t-2.1ados, se les ha dado a to- 
das estas series de numeros los nombres de numeros 
poligonos. 

Del metodo de los limites. 



109 Queda dicho (I. 232) lo que se entiende por 
limite de una cantidad variable, y que los limites 
generales de las cantidades son o e 00; pero tam- 
bien hernos visto que hay limites particulares , como 
(I. 345 cor.) la circunferencia , que es limite de los 
perimetros de los poligonos; el circulo lo es de la 
superficie de los mistnos poligonos &c. 

Del mismo modo, aunque los limites generales 
de las funciones son tambien.c e co, los tienen tarn- 
bien particulares; lo cual sucede cuando una fun- 
cion en su forma actual, 6 en otra que se le puede 
•dar, se compone de una parte constante, y de otra 
variable, que acercandose a su limite cero , hace 
que la parte constante sea el limite de dicha funcion. 

1 10 Sea por ejemplo a una cantidad constante, 
y x y z dos variables que decrecen continuamente 
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acercandose al limite cero , en cuyo caso a sera li- 
mite de a-t-ac y a— z$ pues ie correspondea las dos 
ideas del limite (I. 232). 

in Hay funciones que reconocen dos limite§ 
determinados : uno para cuando la variable decrece 
acercandose a su limite o, y otro para 'cuando crece 
acercandose continuamente al limite 

_ a-hbx 

tal es esta . 

c-hex 

En efecto , cuando x se va acercando a su limite 
a 

Oj la espresion se acerca a — , sin que jamas pueda 



Uegar a serle igual’j luego — sera su limite. 

c 

Para indagar el limite cuando x crece , dividi- 
remos los dos terminos de la funcion por x > y se 



a 

x / b 

convertira en — . la cual se acercara a — . tanto 

c e 

e-h — 
x 



mas cuanto x se acerque mas al 6 00 j de manera 
que la diferencia entre dichas cantidades podra ser 
menor que cualquier cantidad dada por pequena que 

sea j y por lo mismo — sera el limite de la funciorj 
e 

propuesta. 

1 1 2 En toda serie ordenada por las potencias de 
una sola variable , se le puede dar d esta un valor 
tal que un termino cualquier a sea mayor que la suma 
de todos los que le siguen . 
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En efecto , sea la serie Ax m -hBx tt -hCxf > -hlyc. 
todo esta reducido a probar que a x se le puede dar 
un valor tal que cada termino sea mas de dos ve- 
ces menor que el antecedente ; porque henios visto 
(I. 205 esc. i.°) que en la serie 
I H-T+T 

Cada termino es igual a la suma de todos los que 
!e siguen j y cotno aqui cada termino es la miiad del 
anterior , se sigue que si en este supuesto un ter- 
mino cualquiera es igual a la suma de todos los que 
le siguen, cuando uno cualquiera sea menor que la 
mitad del anterior, un termino cualquiera sera ma- 
yor que la suma de los que le siguen. Luego todo 
esta reducido a probar que se puede dar awun va- 



i.° Sea la serie ascendente, esto es, 77*<»<p<to*c.; 
como el caso menos favorable es aquel en que los coe- 
ficientes A , R, C, to’c. van creciendo, io demostra- 
remos en este caso, y ademas supondremos que la 
relacion de dichos coeficientes sea variable. Repre- 
sentemos por Px r y por Qx r ~*~ s los dds terminos con- 
secutivos en que se encuentre la mayor relacion de 
los coeficientes j y asi, sera necesario dar a x un va- 
Px r 

lor tal que se tenga 

2 

y quedando satisfecha esta circunstancia , se tendra 
demostrado lo que se desea ; luego solo falta indagar 
si existe un numero que cumple con esta condicion , y 
cn caso de que esto.se verifique , determinarle. 

Para esto , dividiremos esta desigualdad por x r P 

P P 

que da ~>Qx s 6 Qx s <,— f 



lor tal que 



Ai 
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S [ 

6 estrayendo la raiz s nos resultara x<\/ 

Pero P y Q son dos cantidades dadas y constan- 

tes $ luego y su raiz 5, tambien seran cantida- 

des constantes, que podremos determinar $ y como 
por pequena que sea esta cantidad, podemos conce- 
bir en x otro valor menor (I. 229 cor. 2. 0 ), resulta 
que siempre se podra dar a x un valor que cumpia 

Px r 

con la circunstancia de ser 

6 que un termino cualquiera sea mayor que la suma 
de todos los que le siguen. 

2° Sea ahora descendente la serie, esto es , su- 
pongamos que w>n>p>^rc. ? y que lo,s dos terrain 
nos consecutivos en que la relacion sea mayor, sean 
y Qx’) • 

todo estara reducido a probar que > Qx r 5 



Px s 

y como dividiendo por x r tenemos > Q , 



de donde x 3 >-~, 6 x >\/ ■ 



tesulta que dando a x uu valor mayor que l/M 
cumplira con la circunstancia pedida j pero P y Q 
son- cantidades finitas ; luego la espresion tambien 
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lo sera, y su raiz j; y como siempre podemos con- 
cebir ed x un valor mayor que cualquicr otra canti- 
dad-dada, resulta que se le podra dar uno tal que 
cada termino de la serie sea mayor que la suma de 
todos los que le siguen. Luego el printer o sera ma- 
yor que la suma de todos los demas. L. Q. D. D. 

- ■ Esc . Si los esponentes de los terminos consecuti- 
vos , solo se diferenciasen en la unidad , 6 lo que es lo 
mismo, si se supone j—i , ei valor de x en el pri- 

iner caso seria cualquiera que fuese menor que , 

y en el segundo seria cualquiera que fuese mayor 

2Q 

porque el radical tendria por' esponente la unidad, 
y daria por raiz la misma cantidadque tiene debajo. 
■ 1 1 3 Si se tierten. dos funciones F.x, ;/.x, de und 

misma variable x , e/ limit e de la r el acton de estas 
funciones sera el mismo que la relation de los limites, 
En efectO', si la relacion la espresamos por <p. x } 



se tendra 



Fix 






ahora, cada una de estas funciones llegara a su Iimi- 
te, cuando la variable x.llegue al suyo que supon- 

dremos ser a, y tendremos J*-?- =<p.-a ; pero ^ * 

f,a 

F.flznlim. deF.x, f.a=licn, de f.x, y <p.a=lltn. de (p.x, 

\ 11m. de F.x • * • 

luego — - — - — =hm. de ©.x, 

-Inn. de t.x r 9 

que espresa la proposicion enunciada. 

Como Fx. es una cantidad variable, la podremos 
sefialar con % , y por la misma razon podremos su- 
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poner f.xrry , y <p.x=:u, lo que dara — czu, de donde 

y 

limit. dt% - ■ ' . 

zziim. de w: que espresa que d Itnute de 

lira. de 3? 

la relation de dos cantidades variables , es mismo 
que la relation de los limites de dichas cantidades . 

Del cdlculo de las diferencias. 

1 14 Vamos ahora a determinar el incremento 6 
.decremento que sobreviene a una funcion , cuando 
crece 6 meugua ia variable.de que depende^y para 
iijar las ideas observaremos que si una variable x au- 
menta 6 disminuye, y se llega a convertir en x±kj 
•la cantidad indetermiuada fe,.que es ia que ha cau- 
sado six aumento 6 diminution, se liama-el increment 
to'y la diferencia finita , 6 simplemente la diferencia 
•de x. Del mismo modo, si variando . z llega a ser 
'%±h^\2L cantidad. indeterminada h se llama la dife- 
, rencia de z: cuyas. diferencias seran positivas 6 ne- 
gatixas, segun x y. z hayan aumentado 6 disminuido* 
Perocomo muchas veces se ofrece considerar en una 
misma cuestion las diferencias de muchas variables 
y de sus fundones , a fin de espresarlas con uniformi- 
dad, y saber el orijen x 6 z de dichas diferencias , se 
hace uso de un signo general A , que es la delta grie- 
ga , antepqniendola a la variable cuya diferencia se 
quiere espresar; asi,.cn lugar de rhfese escribe ±Ajc, 
y rbAz en lugar de zth } y se leen diferencia x, di~ 
ferencia z. 

Las varias potencias (Ax) 2 , (Ax) 3 , (Ax) 4 , de 
la diferencia de una variable x, se espresan por Ax 2 , 
Ax% Ax 4 , T&c.j y para que estas espresiones nose to- 
men por las diferencias respectivas de x 2 , x 3 , x 4 , tyc. 
se denotan estas por A.x 2 ? A.x 3 , A.x 4 , to*c. 

115 . Entendido esto, pasemos a resolver este pro- 
blema. 

Dada la diferencia de una variable , hallar la de 
la funcion. 



6o DEL cAtCULO 

Res. y Dem. Sustitiiyase en la funcion en vez de 
la variable, la variable mas 6 menos su diferenciaj de 
esto restese la funcion prirnitiva , y se tendra la di- 
ferencia de dicha funcion. 

En efecto, sea z=f.x; si en vez de x sustituimos 
xztAx r la funcion % variara y se convertira en z'j 
luego se tendra z'=f.(xzii*lx); 
y si de esta ecuacion restamos la primera, hallaremos 
el incremento de dicha funcion, que sera 
z / — z=f. (x dz Ax)~f. xj 

pero como z, al variar x, ha padecido por precision 
un incremento 6 decremento, resulta que z' sera igual 
a z-hAz y luego el primer miembro se convertira eu 
z' — z—z~hAz — z~Azj 

por lo cualtendremos Az=f.(xdzAx)— -f.x, 6 ponien- 
do f.x en vez de z , sera Af.xnzf.(xdbAx)— f*x (M). 

1 16 Si una constante afecta a una funcion por via 
de suma ode resta,desaparecera dela diferencia; por- 
que si fuese zz=f .xzta, como las cantidades constan- 
tes no aumentan ni disminuyen en un mismo calculo, 
se tendrd z / =f.( x =tAx)±:a, de donde 
Az=z %=f. (#dzAx) zfca— f. x zp a=f. (x dz A x)—f. 
porque dz a y z pa quedan destruidas. 

Si la constante afecta a la funcion porVia de tnul- 
tiplicacion 6 division, esta constante afectara del mis- 
mo modo a su diferencia $ porque si se tiene 





f.x sera z'~ — f.(xdrAx) 
b 




y Az=z'^z~jt( x ±Ax)~~Lx=* 



— (f. (x=bAx)~f. j$r== ^-Af.x. 

Ahora, dividiendo la ecuacion (M) por Ax> sera 
At. x f. (x dz Ax) — f. x 
Ax Ax 



(N)> 



Ax 
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que espresa la relation que tiene la diferencia de la 
funcion con la de la variable. 

J U rj Cuando se tienen muchas funciones enlaza- 
das por via de suma 6 resta, la diferencia total es 
iguai al conjunto de las diferencias de cada funcioa 

componente. 

Porque si tenemos z~f.x-t-F.x — p.x. 
sera 

y % f — ztzzAz"^ 

{r x ±.Ax)+F.(x±iAx)~<]?-(x±.Ax)--f.x--F.x-±<p.xi 
perof.(^±Ax)— ^ f.x=Af.x, F.(x±Ax)— F.x=AF.x, 
y—y.(x±:Ax)+V-x——(Q>(x±Ax)—Q-x)~^A<p.X' 7 
luego se tendra Az=Af.x-{-AF.x— A<p.x. 

ix g Como el calculo diferencial, que pronto da- 
remos a conocer, nos suministra un metodo general 
y sencillo para hallar la diferencia de una funcion, no 
resolveremos aqui sino el ejemplo siguiente. 

•Sea z?=ax 3 +bx-hc , y se tendra 
' Z / —a(x±:Ax) 3 -hb(x±:Ax)-l-c'^ 
ax 3 ±: 3 ax 2 Ax + $axAx 2 ±: a Ax 2 -hbx±bAx-hc m 0 
luego Az-z'—z—ax 3 ±:3ax 2 Ax-h2axAx 2 zl=aAx 2 '44 
bx±bAx-\-c — ax 3 — bx — c—tiz^ax 2 Ax-t-^ax Ax 2 dt: 
aAx 3 dtbAx—ch(3ax 2 -hb)Ax-h3axAx 2 ±:aAx 2 $ 

6 considerando solo el signo que es lo que hare- 
mos de aqui en adelante , sera 

Az—(s ax 2 ^b)Ax-h^axAx 2 -haAx 2 . 

119 Pasemos ya a las funciones de dos variables 
independientes , y sea z~f.(x, u), donde vemos que 
z puede variar por tres causas : i. a por la variacion 
sola de x, cuando se transforma en x+Ax$ 2. a por- 
que u sola sea la que varie, y se convierta en u-i-Auj 
3- a variando ambas x y u. En el primero y segundo 
caso las diferencias que resultan de z se Uaman dj- 
ferencias parciales ? y se espresan respectivamente 



Az Az 

por — Ax , Au ^ en el tercer caso resultara la 

Ax A " 



Au 



diferencia Az que se llama diferencia total , 6 sim- 
plemente la diferencia de la funcion. 
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Como en los dos primer-os. casos solo varia en la 
funcion z una de Las cantidades x 6 u, su diferen- 
cia se hallara en virtud del problema antecedentej 
y por lo qae toca al tercero, llamando z' a la funcion 
£(xh-Ax , u-f-An) que resulta sustituyendo x -f~Ax 
por x 9 y w-hAu por u , la diferencia de z 6 Az sera 
z' — z=f.(x+Ax , u+Au)- *f.(x , u). 

Del inismo modo tendriamos que si fuese 
2=f.(x , u , r , t ) , resultaria 
Az=:f.(xH-Ax, M+Aw,r-HAr, t-HAt)— f.(x , u, r, £), 

120 Si entre las variables hubiese una relacion 
espresada por V=L(x , z)=o, en este caso , x seria 
funcion de z, y reciprocainente z funcion de x j de 
donde sesigueque six varia y se transforma enjc+Ax 
la %-variara necesariamente y se converiira en z~hAzj 
y estos nuevos valores de x y de z \ deberan necesa- 
riamente satisfacer a la ecuacion V—E.(x, %)=o, 

y tendremos F'=f.(x-*-Ax , x+Az)=o; 
luego V f — /^"A^=f.(x4-Ax, a+Az} — f.(x, 2)=o, 
6, A V—o y 

cuya ecuacion espresa la relacion entre Ax y A zj 
de donde inferimos que esta relacion se hallara to- 
mando La diferencia de V como si las variables x y 
z fuesen independientes , y haciendo luego Afeo. 

1 2 1 Ei uiisuio metodo se seguira en las funcio- 
nes de mas variables $ y asi pasaremos alas diieren- 
cias de un orden superior. 

Con la mira de dar a conocer como se originan 
estas diferencias, supondremos que haciendo variar 
sucesivamente una funcion de una 6 mas variables, 
que liamaremps z , sean z\ a' 7 ,.*'", z /v , <^c. los valo- 
res consecutivos de z cuando aumenta: y 'z, "z, 




forme una serie de terminos sucesivos. 



En virtud de esta consideracion y de lo espuesto 
(i i 5), tendremos z ’ — z—Az 5 z n — z'^A^j 
%!" — z“—Az n } z^~z /,, r=Az"\ torc.5 z-'z^A'z; 
W'%=A // z5 n/ z— ,[ '%—A! v z 7 V& 
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Ahora, Az '— Az sera por la misma r'azon la dife- 
rencia de Az, y se tendra Az'-“Az=A. Az. 

La diferencia de la diferencia de una funcion z 
de una 6 muchas variables , se llama diferencia se~ 
gunda de z, y se representa por A 2 z,cuya espre- 
sion no se debe confundir con ninguna de estas A.z^ 
Az 2 ', pues A.z 2 indica la indiferencia del cuadrado de 
a, la A z 2 indica el cuadrado de la diferencia, y A 2 z 
indica , como acabamos de decir , la diferencia de ia 
diferencia de z. 

Por consiguiente tendremos 

Az' — Az, — A 2 z , 6 Az' —Az h-A 2 z; 

Az" -Az' =AV, 6 Az /; —Az' +AV; 

Az"'-Az" ~A 2 z" y 6 Az / ":=Az // -f-A 2 z // ; 

Az' v —Az'"-A 2 z'" ,o Az /V —Az'"-+-A 2 z , ' / , Vc. 

Az —A'z —A 2 'z, 6 Acs :=A'z 4 -A 2 'z; 

A'z — A"z — A 2 "z , 6 A'z —A"z ~bA 2 "zj 

A "z —A" / z—A 2f/ 'z,b A"z — A!"z-\*A 2 '"z , te*c. 

La diferencia segunda de la diferencia de z se 
llama la diferencia tercera de z, y se denota por A 3 z, 
y en general la diferencia n por A n z. 

122 Si z fuese funcion de una sola variable x, 
hallariamos z' sustituyendo x'r=x-t-Ax en lugar de 
x j Az', sustituyendo x'=x-bAx en vez de x en Az, 
y A x'rzA (x-^Ax)—A x-f-A 2 x por Ax, 
y A 2 x'zzA 2 (x+Ax)=:A 2 x-+A 3 x, por A 2 x , to*c. 

• 123 Si en una funcion z de dos variables inde- 
pendientes x y u, sustituimos xh-Ax en lugar de x , 
y u-hAu en vez de u, resultara z' sustituyendo 
x-bAx por x en Az , u-bAu por u ,.Ax-HA 2 x,por Ax, 
y Au+A 2 u por Aw, resultara Az' j si sustituimos 
xh-Ax en vez de x en A 2 z, u+Au en vez de u, 
Ax-bA 2 x en lugar de Ax , Au-bA 2 u en lugar de Aw, 
A 2 x-f-A 3 x en lugar de A 2 x, y A 2 u~hA 3 u en vez de 
A 2 w, resultara Arz', y asi en adeiante. 

Con la mira de simplilicar' los calculos se suele 
suponer que una de las cantidades variables varia 
uniformemente , 6 lo que es lo mismo , que su dife- 
irencia pritnera es con$tante$ y esta sirve de termino 
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de comparacion al cuaf se refieren las diferencias de 

las demas cantidades. 

Nosotros supondremos Ax constante, y nos pro- 
pondremos hallar las diferencias segunda, tercera&c. 
de una funcion cualquiera de x. 

124 Sea zz=zax 2 y 

y tendremos z'—a(x-hAx) 2 zzax 2 ~i-2axAx-haAx 2 } 
lo qae dara Azznz' — z’rz2axAx^ r aAx 2 . 

Sastituyendo x-*-Ax en vez de x, se tendra 
Az'=z2a(x-hAx)Ax~haAx 2 zz2axAx-h2aAx 2 -t-aAx 2 $ 
lo que dara A 2 z—Az y — Az=:2aAx 2 . 

Esta segunda diferencia es constante , y de con- 
siguiente la tercera sera cero. Este ejemplo , aunque 
sencillo, manifiesta el metodo que se debera seguir 
para hallar las diferencias sucesivas , si las tuviese la 
funcion, y aun cuando esta fuese de dos variables. 

Del cdlculo diferencial, 

125 Hemos visto (116) el modo de hallar la re- 
lacion de la diferencia 6 incremento de la funcion 
con la diferencia 6 incremento de la variable; y aho- 
ra debemos advertir que entre la funcion priimtiva 
y el limite de esta relacion, hay una dependencia 
que determina la una cantidad por medio de la otra; 
y todos ios medios que la analisis indeterminada nos 
efrece para conseguir este fin, estan comprendidos en 
el tratado que se conoce en general con el nombre 
de cdlculo infinitesimal . 

Este precioso calculo tiene dos partes : la prime- 
ra , que se denomina cdlculo diferencial , trata de ha- 
llar , dada la funcion , el limite de la relacion de su 
incremento con el de la variable 6 variables que en- 
tran en ella; la segunda trata de determinar la fum- 
cion , cuando se da conocido el limite de la relacion 
de su incremento con el de ia variable , y se llama 
cdlculo integral: que por consiguiente es el inverso 
del diferencial. 

1 2 6 Para esponer los principios de este portento? 
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so calculo , demostraremos en primer lugar el si- 
guiente 

Teor. Si siendo z=f.x, se sustituye x-hk en vez 
de x , senalando k una cantidad cualquiera positive* 

6 negative*, se convertird z en z y tendrd.estci forma 
z'=J ; .x-HAk-HBk 2 -i-Ck 3 -i-Dk 4 -i-EA:-f-&c. siendo A, B, 
C y D, &c. f undone s cualesquiera de x, pero indepen - 
dientes de k. 

Este teorema quedara demostrado , si manifesta- 
mos que la cantidad k solo se puede hailar con espo- 
nente entero y positivo 3 lo que se conseguira de- 
mostrando que no puede ser ei esponente en ningun 
termino ni negativo ni fraccionario , y que ademas 
debe haber un termino independiente de k que es la 
funpion primiiiva. Para esto , observaremos en pri- 
mer lugar que si en el desarroilo de una funcion se 
sustituye en vez de la variable de que depende, 
un valor particular , debe resultar el mismo valor 
que daria la funcion antes de desenvoiverse 3 pues de 
otro modo no seria la funcion igual con su desarroilo^ 
y coino haciendo fezzzo., z'zif.(sc-}-fc) se convierte en 
zzzf.se, se sigue que el desarroilo de z / =f.(sc-{-k), 
cualquiera que sea la forma que tenga , se debe re- 
ducir a zzzzf.se cuando k—o 3 por lo cual se haliara 
este termino eh la serie, sin estar afecto de la canti- 
dad fa, el cual diremos que es el primer termino del 
desarroilo. Ahora , el desarroilo de f.(sc no puede 



■ ; * , v . m , 

tener ningun termino de la forma o en que el 



esponente de fa sea negativo 3 porque entonces cuan- 
do-fe fuese igual con cero , este termino seria infinite*, 
y por consiguiente lo seria tambien f.(sc-i-k)3 pero 
como .en/este caso se convierte en f.sc, que no puede 
ser infinita.sino en valores particulars de sc, no pue- 
de haber ningun termino que tenga die ha forma. 

Tampoco puede tener esponentes fraccionarios, 
.6 lo que es lo mismo radicales, a/menos que no se 
den a sc valores particulares,. Porque los radicales de 

S T. II. 
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k no podran provenir sino de los radicales compren- 
didos en f.ac, y la sustitucion de x-+*k en vez de x no 
podra aumentar ni disminuir el numero de ellos , ni 
raudar su naturaleza mientras que x y k pennanez* 
can indetertninadas. For otra parte queda indicado 
(I. 1 68 esc.) que todo radical tiene tantos valores 
diferentes, como unidades hay en su esponente ; y 
por consiguiente toda funcion irracional tiene tantos 
valores diferentes como combinaciones se pueden ha- 
cer con los. diferentes valores de los radicales que en- 
cierra j luego si el desarrollo de la funcion f.(x-f-/e) 




eontuviese un termino de la forma Mk n , 

la funcion f.j: seria necesariamente irracional, y ten* 
dria por consiguiente un cierio numero de valores 
dife rentes , el cual seria el mismo para la funcion 
f.(jc-h/e) que para su desarrollo. Pero estando este 
desarrollo representado por la serie 

n 

cada valor de f.*? se combinaria con cada uno de los 
n 

valores del radical My'k m , de manera que el desar- 

rollo de la funcion f.(x4-fe) tendria mas valores dife- 
rentes que la misma funcion no desen vueita : lo que 
es absurdo. Luego tendra la forma que hemos dicho 
en el teoremal 

127 Si de la eeuacion 
z'zzzLx-hAk-hBk 2 -hCk 3 ~h Vfc. 

se resta ia primitiva zzzi.x> y ponemos Ax en vez 
de k , se tendra 

z'~zniAz-=-AAx-i-BAx 2 -i-CAx3-bDAx^T&c. (M), 
que espresa el incremento o diferencia de una fun* 
cion cuando a la variable le sobreviene el incremen- 
to Ax. 

128 Bividiendo esta eeuacion por Ax , se tendra 
la relacion de los increaiemos espresada por 
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A rr. 

* Ax— t-CAx -f-D A x ^ c • 

Ax 

- Aqui vemos que la relacion de los incrementos 
de la funcion y de la variable , se compone de dos- 
partes : la una independiente de dichos incrementos 
que es A, y la* otra que esta afecta de Ax, 6 que 
depends del incremento de la variable. Si se supone 
que Ax vaya disminuyendo , el resultado se aproxi- 
mara sin cesar a A , sin que jamas pueda serle igual, 
sino en el caso de Axiroj luego (L § 232) A es el li- 

Az 

mite de dicha relacion , y se tendra litn. de —A ; 

7 J A 7 



pero como este limite sesaca suponiendo Ax=o, y 
en este caso la ecuacion anterior (M) da Az=o , el 



limite de 



Az 

Ax 



0 ... 
se convierte en — : y no se amquna, 
o 



puesto que es igual con Aj y como esta relacion no 
nos dice si el o de arriba proviene del limite del in- 
cremento 6 diferencia de la funcion 6 del de la va- 
riable , es indispensable elejir un signo para espresar 
el limite o de la diferencia 6 incremento A z , y el 
de la Ax. 

Este signo es una d antepuesta a la funcion 6 va- 
riable j y asi, dx espresara el limite de la diferencia 
de la funcion z, y dx el limite de la diferencia de la 
variable x j pero es indispensable tener presente que 
el valor absoluto de dz , dx , y en general de cual- 
quiera variable precedida de la caracteristica d, siem- 
pre es cero ; y solo representa una cantidad cuando 
esta senalada la relacion entre dos de' estas espresiones $ 

dz 

asi , en el ejemplo antecedente , tendremos —Aj 

dx 



que se lee diferencial z partido diferencial x igual A. 

129 Auuque dz , d’x to’c. no son caniidades, se 
pueden ejecutar con estos simbolos las mismas ope- 
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raciones que con las cantidades misraas. 

Para probarlo , en la ecuacion 
Az~ A Ax-bB Ax* ~bC Ax 3 -bDAx 4 -h tec, 
hallaremos la relacion de la diferencia de la variable 
con la de la funcion , y sera 

Ax i 

Az A-b£Ax~bCAx 2 -b <b*c. 



iy . dx i ^ dz . doc i 

cuyo limite es — zz— ; pero Azu— , luego 

dz A doc dz dz 



dx 



dx 



Resultado que manifiesta que — se puede sacar por 

dz 

la regia de dividir un entero por un quebrado. 

Sea ahora u una funcion cuaJquiera de x, y z una 
funcion cualquiera de u, con lo cual tendremos (§127) 
r Au=zA Ax-bB Ax 2 ~hC (a) 

1 y Az=A / Au-bB'Au 2 -hC / Au 3 -b'&c. (b) 
y sustituyendo en esta ultima espresion en vez de 
Au y Au 2 <b*c. sus valores sacados de la pritnera, sera 
AzzzA'AAx-hB A' Ax 2 ~b to*c. 

+B'A 2 Ax 2 -h to*. 

Az 

de donde sale- —A'A-bA'B Ax-b toe. 

Ax 

^hB'A 2 Ax-b toe. 

v pasando a los Homes resultara — zzA! A ; 

J * dx 

dz du ■ 

pero de las ecuaciones (a 3 b) se saca A'zz— j y 

du dx 

, . , dz dz du 

luego se tendra — x — , 

dx du dx 

ecuacion que manifiesta que la du se puede suprimir 
en el nurnerador y en el denotninador, como si fuesen 
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xantidades. 

130 De donde se deduce que si se quita el deno- 

dz 

tiominador dx en la espresion — zzA , 

dx 

se tendra dzrr^dx. 

Y como deella depended valor de la relacion 
xntre dichos limites, se dice que Adx es la diferen- 
cial de la funcion ; y da a cohocer que es el primer 
termino de la diferencia, solo con poner en vez de Ax 

dz 

‘$u limite dx j 'y eomo la espresion —-=lA es lo que 

dx 

multiplica a la diferencial de la variable en la de la 
dz 

funcion, se ha dado a — , 6 a lo que representa, el 
- dx 

notnbre de coeficiente diferencial , Be donde se dedu- 
ce que el limite 1 de -la re-lacioii de los incrementbs, 
o el coeficiente diferencial , se obtendra dividiendo 
la diferencial- d£ 'la funcion for la de la variable, 
y reciprocamente , se obtendra la diferencial de la 
funcion multiplicand/) el limite-jdeia relcfcion de los 
incrementos y 6 el coeficiente diferencial , for la dife- 
rencial de la variable . 

Luego segun todo lo espu^sto , el calculo diferen- 
cial es aquel ramo de la andlisis indeterminada , que 
ensend d d'eterminar el linifte de la relacion de los 
incrementos simultdneos de una funcion y de la va- 
riable 6 variables de que depende. 

1 31 Aunque se puede toinar por evidente que 
dos funciones iguales tienen diferenciales iguales , no 
obstante, comb es una de las proposiciones fuiida- 
mentales , haremos palpable su verdad. 

En efecto , si dos funcibnes soil iguales (Cualquie- 
ra que sea el valor de su variable) sus desarrollos 
ordenados por las potencies de esta variable 6 de su 
incremento , deben .ser- identicos } pues de otro modo 
podria resukar alguna ecuacion que determinase 
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cualquiera de dichas cantidades j por consiguiente 
ti se.iiene u—z==t'.x, es necesario que sastituyendo 
xz±zAx en vez de x , y desenvolviendo , se tenga 
tt- Ax-\*lj Ax 2 -hC, 
z -hA' Ax-hB'Ax^C'Ax 3 -*- to*c. 
cualquiera que sea el valor de Ax$ luego se tendra 
■AAxzzzA'Ax $ 6 pasando a los limites ^dxzr^'dx; 
y como /2dac es la diferencial d u de u , y A'&x la d? 
de z v se tendra d«~dz. 

Esc. La _ in versa de esta proposition en general 
no es verdadera ; y se caeria en error si siempre se 
asegurase que dos diferenciales igmles- pertenecen d 
funciones iguales, 

En efecto, si se/tiene — f.^c , 

. ■ ' 9 ■ . , ■ : 

Ilamando u f a lo que resulta de sustituir x+Ax en 

b 

vez de x , se tendra uf—a-\ 

C ■; 

y restando de esta ecuacion la anterior 9 resultara 

b 

v! — u—a~h — fax, - 



6 Au— — (f.(x-hAx)— f»x)y 
c 

y como lo que hay dentro de! parentesis es Af.x, sera 

Au= — ALxy 
c 



y pasando a los limites se tendra du— xdf.ac; 

c 

resultado en el que no queda ningun vestijio de la 
constante a. 



Luego la diferencial — xdf.# perteneceigualmeW 



©EL C/.LCULO ©IFERENCIAL. - 7 1 

. b. , b 
tc a a-\ — l ac que a — xi.x 
c c 

y conviene generalmente a los diferentes casos que 

presenta la funcion a-h — f.x , cuando se dan a a to- 
c 

dos los v alo res posibles. 

Donde se ve que al diferenciar una funcion cual- 
quiera , todas las Constances combinadas solo por via 
de adicion 6 de sustraccion desaparecen j y las que 
estan por via de multiplication 6 division quedan 
afectando a las diferenciales , del mismo modo que 
afectaban a las variables. 

132, Cuando dos cantidades z y x estan /unidas 
por una dependencia mutua > se puede deck igual- 
mente que z es funcion de x , 6 x funcion.de ' z , se- 
gun se quiera, mirar a z como determinada por me- 
dio de 6 a x como determinada por medio de z; 
el coeficiente- diferencialtambien se puede mirar bajo 
cada uno de estos dos aspecios. 

dz 

zb Cuando, se.tiene dz^-Adx jy se deduce —=A > si 

dsc 

se considera la,# como determinada por x : 
y _puando< se supone x determinada por z$ 

en este caso ukimo la diferencial de x es 

t d z 

dx=-rdz=—. 

A A ' 1 

t 3 3 Apliquemos lo que precede a la diferencia- 
cion de las funciones algebraicas , y consideremos 
primeramente el caso en que se tienen muchas canti- 
dades dependientes de x reunidas por via de suma 
6 resta, como la espresion zz=m-hv — donde u, v 
y scan funciones de x. Segun lo espuesto ( 1 1 7) 
se tendra £zz=. Au+Au — Axu, pero como u 7 v y w, 
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son funciones de x 9 sus diferencias estaran; espresa- 
das .(127) por AAx-\-B£x 2 ~\-T&c., *» ’ ' ■ 

A'Ax-\-Jh'£x 2 -i-'t&c . , A // Ax^Bf / Ax 2 ~h'^fc.j por lo 
cual se lendra Az—AAx-t-BAx^T&c:^; ■ • ^ 

A' Ax+B' Ax 2 -h&c —A"Ax—B // Ax 2 ~-'&c. y hallan- 
do la relacion resultara ’ 

Az 

— ziiAh-B Ax-\-\if c •-{-A* -\-B f Ax-b^cf c»—~ 

Ax ' „ . ^ . 

iz 

6 pasando al limite, sera 1 — —A^A* — A"$ : ^ , r 

• dx - • 

y quitando el divisor ^tendremos 

dz—Adx^A / d* — .^"dsc j * 1 £ - ... 

pero Adx'y A f dx y A" dx,' son las diferenciales que 
correspdnden a cada- kina de las funcione : s u-yV ? iiX, 
6 da, dz; , dtu ; luego se tendra r ^ Li p • 

' • ; dz=d.(M-h < y~z^}=:dii-*-d : 'z; — du>;’ ’* : • 1 • 

es decir , que la -diferericval de una fuficion d$ x coni- 
fuesta de-mUchos terminos 5 se tendrd- tomando la di - 
ferencial de cada teriiiiriO'' con ei signo de } que este 
afecto dicho termino. 

134 Entendido esto , pasaremosUl-pf(^dil4t<3r de 
dos funciones de una misma variable. Sea z—v.t y 
donde u y *t son funcibnes : de x , 6 krque-es’ loniiis- 
ffiOj uz=Lx , tzzLx, lo que dara (§ 127) . . wt - 

z'zzu' L'—(u-hAAx~ h B Ax^^c^y^t^A'Ax^^c * j 
z=ut !; At Ak+ Bt A x 2 *+-\$c. r ~ 

-hA'u A x*h- A' A A x 2 -h\if'c . - i osbo > :> 

y restando de esto %=ut, sera ■ • * 1 
Az -—% ; — %= AtAx-hBt Av 2 +fe. 

+A'u£x^-A' A£ x 2 +tA'c, } '' . : ' 

• ’*> 

6 hallando la relacion se tendra : 

Az ' 

-nr A t -+• B t Ax-hWa 

A* -hsi'u+A'AAx-y Tcrc. 

&B£fa&x 4 <'&c. - 
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- ' -- 1 * ' dV~ • 

y pasando a los limites r xesultara -~=At-bA u $ 6 

dsc 

quitando erdivisor fendremos' 
dzz^tdxM-A'uifS&^w ’ pero'^dx - es 

(13c) k- -diferencial du de w, y ^Visc es'dabdiferen- 
cial dt de t ; luego tendfdmos 
tl) ci. <fefed uxd^ ; j ^ t’i*p - ib :• v:u 
■Jerque nos espresa que la<d#fefenciat dekproducto de 
dos 'funcioiies y es igiidl 4 la tuma de los product os ^ de 
cadauhti multifile adq, por-* I'd diferencial ~de+la otrdj 
y como siendo u y t funciones de sc, las podeaios'.con- 
a 1 variables presultanque cuan- 

do se tiene una funcipn que es el prpducto de dos 
variables para hfclia-rsir diferencial ^ se multfylicard 
cada una por la diferencial de la otra\ y se reunirdn 
estos productos. $ \sz=zn 0 bn b . At 

.1,35 v.S i quisieramos comparar la diferencial de 
imaf e i o cr - c b a: ia:: tttiSftra fade ion dividhriarno^ los 
dos inieidbros de la ecuacion d.ut=udt~htdu por la 

> .. . , * . , > . d .ut du t dt 

sunCiorvpEiLmav&ttt^ 7 

ut ' u t 

lo que nos suministra otra nueva e importante ver- 
da$,.ij§aber , qqe la £ e\acionJde la.difewncial de una 
funvionde dQl-variabh$zcQrt'da m isma- fun&i dn^reszi gual 
d la suiha de las relaciones que tie\ik la diferencial de 
caday^Hable'c vdriM e 9 da ; c iraJ nos cons 

ducir&a k es p region de k diferencial de.'.u il ;p rodu eta 
<r<inpuesto de'kntosfacfotes comocse. quiera j por-, 
que tu v% afafos * du 

haciendo rjnq seria z=wt y — zn»r4r.:-^r 5^: 7 ub 

<— ? eerio^nrj^iy sjumrioSec ^lr\ tnnsahAc 



dt ..d.rj 
pero como — -i±j- 



d s 



d.urs 



rs 






it. \ urs .. 



tendremas-ni^^+^ 



4 u. dr d s 



'In £ 



urs 



u 



s 



se tendria — 
z 
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del mismo modo se hallaria que siendo 

dz d.urjty... du dr ds dt dy 

— — — — h 1 1 4 -— 4 -..* 

ursty ... ... u r s t y 

y si ahora quitamos el denominador , se tendra 
dz“d.wrjty ) ;..r=r 5 ty.. .d«4-w^ty....d) ^urty. . .dj-^ 
^rjy..,dtH-wr 5 ^. f d > y 4 -^ , c. _ ; . 

que nos dice que cuaiquiera que sea el numero de 
variables de una funciou la. diferencial d$ su pro - 
dacto sera igu.al d la suma de los productosd.e da di- 
ferencial de cada _ una de. ell as por el producto de la: 
demas . . . t . ■*. c i r:c;i3 rr.v •>* 

136 Si la Juncion z estuviese.representacla _por 

'u ‘ 1 ' • ' u Vitt- 

el quebrado ,, tendriamos y=2; , 

de donde usszt, y du=zdt-b>tdz 5 . , ,,-q — 

, / 2 f. . , ■ v ’ a* ia#' 

de donde despejando d z, sacaretnos dz— — — 

xi t r 'o-Sshv-j i- •, , 

y sustitttyendo-en lugar dera/sp;. valor. ^—yrresidteJa 

*r - ' ’ * 

U • 

u da t 0 udf c' y -tdii—uAt' * 

; . d. — =s=— v r Tr.fl 

. t | t I . ■ t* 

de donde so sigue ,que Z# dif-erencial de un. .quebrado 
es iguak al: denominador muktiplicddo por la difer&ri? 
cial del niimerador , menos.el _ numeyadM poy la (lifer 
rencial del denominador , div.idido todo por el CHadra* 
do del denominadoriz ■ \n ~ .0, ; > a \ 

Si el numerador es constante y la funcion es z — — , 

t 

haretnos.ii=a ;_y eomo. a ; no tiene dlferencial; por : ser 
constante 3 el termino tdu~tdazzt'xo~o desaparecera 

, T . . •:?>/-,■ -v d adt 

de la espresion anterior, y sera dz:=:d.— zz— -47^9 

t t 



d 
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que nos dice que la differencial de un quebrado cuy'o 
numerador es constante y es igual al numerador tornado 
con un signo contrdrio , multiplicado pot la diferen - 
dial del denoiniftqdor , y dividido por el cuqdrado . del 
denominador, 

1 37- Para-haHar ladiferenc.ialde la funcion^nx*, 
supondremos primero que n sea un niimero entero y 
positivo , y por.do niisrno 3, sera el producto de an 
numero n de factory iguales a x 3 por lo que (13$) 
sera 

dz 



d.x n d'xxxxx dx dx dx dx dx 

1^ - > I ' rf-rrrrK- .. , 



xxxxx. 



X 



X 



'X 



X 



X 



y como siendo n el niirh.e.r.o de lo^_factores ; del primer 
miembro , el segundo taiVibien se compone de tantos 
terminos como unidades u< hay en n T y-todos estos son 

. , dx ■ dz d.x” : ndx ■ , 3 . 

iguales a - , se tendra — = — — *55^ — o quitan,- 



x J 



X 



do el divisor sera dzzzd.x n z=: 



nx n dz 



. • * t 

Si suponemQs^kora que la funcion sea z=x % 
siendo p y q numeros enteros y positives, elevando 
& la potencia q tendremos % q —xP^ de donde d.z^==:d.x^$ 
pero siendo p y q niimeros enterps y positivos se 
tendra. por lo acabado de demostrar, 

d.z q — qz q J dz y y d.x^rrpx-? — Mx ; 
luego resiiltara qz q • dzzrpx^ J dx, y despejando 

a ' j P x p J dx p xP — r dx 

dz sera dz— L — -—±- = 

S^T 1 2 

h* p p—i— p +— , p — — 1 1 

x =“—x r r q dxz=~x a dx, 

,> P 5 2 

P— — 

2 



x 
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que es lb mismo que antes, suponiendo 

5 

139 Eh fin, si fuese negativo el esponente yle 

representasemos por — w, se tendria 

de doride observando lo espuesto {136) se saca 
—&.x n 



dz=d.x— ; 7 =d.— =- 



d.x* 



jr como por lo que precede d . x n =z.nx n ~~ 1 dx , r e$ul« 



Ya'radz~d : .x /? =— 



WX" 



*dx 



De esta enumeracion de casos en que puede ha- 
llarse/el esponente n , resuha que para diferenciar 
1111a potencia cualquiera de una cantidad variable 6 
de una fund on ^se mult ipli card por su esponente , se 
dismihuird'despue^s'elr^'spone^fe^en una' unidad , y el 
fesultaclo se multipticard j)or la diferencial de la va- 
riable 6 de la funcion . 

~ 146' Vamos a'apiicar estas reglas a algunos xra- 
sos para 'de lbs • |>r in%ipiantes : , . ' 1 , 

' i.° Sea J %zzzax^---bx 4 ^c y ‘ ’ 11 ■' * , 

por lo es-puest'b. (133-) teridf^liibs £ n ' : -\ 

dz=d. ax 6 — &.bx4-hd:czi:$ ax*dx~ 4&ic 3 d\- 1 $ 1 ' ' :rj 
. id z 

y el coeficiente diferencial sera ' 

r GlX.... 



2. q Sea ahoVa zr^a^-h&xvV — 

x a 

tomando separadamente la diferencial de cada tcrmi» 
no , laidel pritnero es ad* : . el segundo ^puesto^ bajo 
3. 

la forma ttx* ■. 

da d.bx*—^bx* 1 dx~^bx‘ 2 dxzz^b^/xxd>: y 
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2cdx 



c 

la del tercero — - es (§ 1 36)- 

2 C. * • a - 

y reuniendo los resultados parciales 3 sp tendra 

n __ 2 (jdx / 5 2 c\ 

d%s=adx+~Z?y' xxdxn an— ~ iV" x h — - Jdxj 

2 X 3 \ 2 X 3 / 



az 3 — c : 

y el coeficiente diferencial sera T -=a-f— fry/*-* — 

. ax 2 x* 

3. 0 Sea aho.ra 3s=(a— bx^)* 

i Para aplicara ella la regia (139) se considerara el 
binomio a— bx m como una funcion particular u , de 
raodo que sera %—u n $ y observando que la diferen- 
cial de vP es nu n 1 du> se concluira 

d %=n(a — bx m ) n J d.(a — bx m ) j 

y como 

d.(a— fcx w )=d. — frd . x m =z— mbx m x dx , re- 
: sulta dz=n(a — bx m ) n l x — mbx m I dx=z 
I — nmbx m X x(a — bx m ) n x dx. 

4. 0 Si fuese z~\/ ax — bx 2 -hcx 3 } se mirara este 
; trinomio como una funcion particular u j y como 1$ 

diferencial de \/u 6 de u? 7 

It It du 

, es — u § 1 du =— -1 u ; 2du= — r (A), 

2 2 2 \/u 

, 1 du d/ax — bx 2 -*-cx 3 ) 

tesultara ds— — = - - - = 

2 \/u 2\/ ax—bx^cx 3 

adx — 2bxdx-h$cx 2 dx 



2\/ ax — bx 2 ~^rcx 3 

141 El resultado (A) de la diferenciacion del ra- 
scal \/ u , manifiesta que la diferencial de un radical 
de segundo grado se obtiene dividiendo la de la canti~ 
dad que se encuentra debajo del signo radical gor .el 
i dup/o del radical . 
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142 Cuando se tiene una ecuacion entre tres va* 
riables, es necesario rijar los valores de dos euales- 
quiera de estas para determiriar la tercera, que por 
consiguiente es una funcion de- las otras dos. 

Si se tiene por ejertiplo la ecuacion x 2 ‘-hu 2 ~bz 2 r:a 2 ) 
no se podra obtener z sin haber senalado de anteuiano 
valores a x y a u ; pero conviene observar que no es- 
tando las cantidades xyu enlazadas por ninguna re- 
lacion, la segunda puede peruianecer la misma aun- 
que la primera nay a mudado , y reciprocamente. De 
donde resulta que el valor de z puede variar: i.° en 
consecuencia de una mudanza que haya sobrevenido 
axoait solamente: y 2. 0 por el concurso de estas 
dos circunstancias. Como en el primer caso la canti- 
dad a 6 la x se eonsidera como constante, la ecuacion 
propuesta viene a ser en realidad una ecuacion de 
dos variables , asi , cuando x sola varia , se tiene di- 
ferenciando y dividiendo por 2 , que 



dz 

xdx+zdzzno , 6 x~t~z ; 

dx 



dz 



y cuando u varia , sera udu+zdzzzo, 6 u-bz--—Q» 
' dw 

Luego se tiene sucesivamente 

acdx . udu 



dzn=- 



dzzn- 



z z 

donde se debe advertir que la primera de estas dife- 
renciales es reiativa a la varia bilidad particular de 
x , y la segunda a la de u j lo que se espresa dicien- 
do que la una es la diferenciai partial reiativa a 
y la otra la diferenciai partial reiativa a u . 

Los coelicientes difereneiales analogos son : 

dz x dz u 



dx 



du 



143 En general cuando se trata de una funcion 
de inuchas variables, se debe tener presente que en 



1 
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<Jx 



7 la espresion ds es la diferencial parcial relativa 

du 

a a j mas para mayor claridad se senate la diferen* 

dz 

cial parcial de z con relacion a x por — dx. 



ycon relacion a u por ^du. 

du 



, De las diferenciales segundas , terceras , 

144 Siendo el coeficiente diferencial una mueva 
funcion de x , se puede someter a la diferenciacion, 
y dar para el lirnite de la relacion de su incremento 
con el de la variable x , un nuevo coeficiente dife- 
rencial que sera tambien una funcion de x. Hacien- 
do suceder asi unas diferenciales a otras, se deduce 
de la funcion propuesta una serie de limites 6 de 
coeficientes diferenciales , que se distinguen en or- 
denes , segun el numero de diferenciaciones que se 
ban hecho para obtenerlos. 

Asi es, que siendo %=f.x, si al primer coeficiente 

diferencial le llamamos tendremos ^=iA , y co- 

dx 

tno A es funcion de x que se deriva de f.x, la 11 a- 
ttaremos f/xj y siendo ArzzL'x , sera susceptible de 

dA 

diferenciacion, y el coeficiente diferencial sera — j 

dx 

que si le llamamos B , como ha de espresar otra 
funcion de x , que se deriva de f/x del mismo modo 
que f/x de f.x, se tendra 22= f."x, y su coeficiente 

diferencial sera t?==C=f "'x . &c, 
dx 



8a ciLCtrto difereWciai;/ 

Asi, A 6 f/x representara el coeficiente diferen* 
ciaLde~primer orden de la funcion propuesta , 6 la 
funcion primera como la llama Lagrange j B el de la 
funcion - 4 *, 6 el coeficiente diferenciai de csegundo: 
orden de la funcion propuesta Lx, &c.j y se debe ob- 
servar que los coeficientes B C & c. se Sanaa de las 
diferenciales ! 'sucesivas de dz, tomadas en el supuesto 
de ser dx constante. Estas diferenciales se senalan 
de este modo : d(dz)=cLdz=d 2 3 , .d{d 2 z)='d. 3 z , &c. 

El esponente que afecta a la caracteristica d , in- 
dica una operaeion repetida , y no una potencia de la 
letra d, que jamas se con^idera aqul comoicantidad, 
sino como un signo. 

Esto supuesto , las ecuaciones 



dz ^ dA g dB 
dx 7 dx 7 dx 



C, &c. 



daran dzrrzAdx , dA—Bdx , d£=Cdx , &c. 

Diferenciando de nuevo la primera sin.hacer va- 
riar a dx , se convertira en d 2 z,z=d.^dx=d/ 4 dx j y 
poniendo en vez de dA su valor sacado de la segun- 

d 2 z 

da, se tendra dz 2 =Bdxdx=Bdx 2 , de donde B= — -j 

dx" 



diferenciando de nuevo la ecuacion d 2 z=Bdx 2 , en 
el mismo supuesto de ser dx constante , se hallari 
d 3 z=d.Bdx 2 zzdjSdx 2 j y como por la tercera ecua- 



cion dZ>=Cdx, sera d 3 z=Cdxdx 2 :=Cdx 3 , 6 



dH 

c =^> 



t , ; - d* d 2 z d 3 z 

luego se tendra A=z— ♦ B — — , C= , & c. 

d* dx 2 dx 3 

145 Sea la funcion propuesta z=az n , y se ten- 
dra dz~zd.ax n =nax n *dx j y su poniendo constan- 
tes any dx en esta ecuacion diferenciai , si volve- 
mos a diferenciar sera d 2 x =j d 2 .ax” =s= d.d.ax" 
d.nax" 1 dx=nadxxd,x n ~ t ~ 1 =2 
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ftaitt(n~i)x$~ 2 dxtzin' K n — i )xax n ~~ 2 d* 3 $ 
y del misuio modo se encontrara 

4$ . ax^zzn^n— i )(n^-2)ax^ Mk 3 , 

dH~d4.ax* l z=:n(n--i )(n— 2 ){n — i)ax n ^dx^ y 
d s 7 ;~d 5 '.ax r, —n n— i)(n — 2)(w— 3 )(n — 4')ax n '~*dx5$ 
y ioS coeficientes diferenciales tendraa los valor es 
siguientes ; 

dz 
dx 



-=nax‘ 



n — 2 



d 2 z 



dx 2 

dH 



t in(n—i)ax n * ? 



=tt(rz— i )(n — 2 )ax n 



d^z 

&e, 

Donde Se advierte que eti el caso de ser n un nu~ 
mero entero positivo , ia funeion z—ax 11 tendra un 
nuinero limitado de diferenciales , y la mas elevada 
sera d n z-=zd tl K &x°^n(n*-i)(n-- 2)(n^s)( n ^ 4)-— iadx* 
espresion que por ser constants no es susceptible de 
mas diferenciacion $ luego se tendra para el ultimo 

d n z 

coeficiente diferencial — i ==nCn— i)(n — 2 )(w— 3 )...ia P 

... ... dx fJ 

es decir una cantidad constante. 



dpliccicion del cildulo diferencial ul deSarrollo de la$ 
funciones algebrdicas en series. 

i\6 La teoHa que aeabamos de esponer, nos va 
a facilitar un medio muy simple para desenvolver 
en serie segun las potencias enter^s-de x > toda fun- 
cion suya qne sea susceptible de esta forma ? y cuyos 

<5 T. IL 
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coeficientes diferenciales sucesivos se. puedan en* 
contrar. 

Sea 2/=f.x esta funcion j y como por el supuesto 
se quiere transformar en una serie ordenada por g las 
potencias enteras de'x, se tendra 

z==A-t-Bx~i-Cx 2 -bDx 3 -hEx 4 -h&c. (in), 
y hallando los valores de los coeficiemes diferencia« 

dz 

les, sera =B-«-2Cx-f-3Dx 2 -h4Ex 3 4-^c* 

dx 

d 3 z 

— 2C+2x3Z?x+3x42J**+to r c. 

dx 3 > 

d 3 z 

r— -s=2X3D+2X3X4Ex-*-Vc» 

dx* 

d 4 z 

. =2X3X4E-h^ 

dx 4 

&c* 

Como las cantidades A, B, C , D, tec. son inde* 
pendientes de x, resulta que el valor que tengan pa- 
ra mio particular de x , ese tendran para todos ; luego 
sus valores los podremos determinar haciendo xrzo, 
y coino Jbiadendo x=o , el desarrollo de la funcion 
primitiva se convierte en A, tenemos que el primer 
coedciente A es igual a aquello en que se convierte 
la funcion primitiva,. haciendo en ella la variable 
igual o j y si llamamo S'Af? A", A ,/r y A' y y tec. a aque- 
llo en que se convierten los coedcientes diferenciales 

dz d 2 z" d 3 z d 4 z 
dx 9 dx 2 7 dx? y d x 4 9 ^ Cr 

en este mismo supuesto, se tendra que haciendo x==o 
en los valores que acabamos de sacar, sera A'z^Bj 
A"= IX2C 5. JX2 X3 jD j A'*'=:iX2X2X4.E 7 tec* 

r 1 1 

que dan Bzz—Afj -Czz A"\ B= A'" tec, 

j .. 1 *2 ( 1x2x3 
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Luego si sustituimos estos valores en la ecuaciou 

(m) resultara. z^f.x^A-h —A'x-\ — - — A! / x 2 -+* — — — 

1 iX2 1x2x3 

Af"xS+&c.(n) (*): 

Luego para desenvolver en serie una funcioa 
cualquiera :de una variable * , podemos dar esta re- 
gia: supongase x=o en la funcion primitiva 7 y se ten- 
dr d el primer termino de la serie j fidUese el primer 
coeficiente diferencial , supongase en el la variable igual 
cero , partase por uno y se tendrd el coeficiente de x; 
y en general para hollar el coeficiente del termino donde 
la variable este afecta del esponente n , hdllese ei coefi- 
ciente diferencial del orden n , supongase en el la varia- 
ble x=o , partase esto por el producto iX2X3X4X5<..n, 
y se tendrd el coeficiente de x” en el desarrollo de la 
funcion. 

(*) Esta formula se ha dado d conocer en las obras 
de casi todos los Matemdticos del continente , bajo el 
nombre de Teorema de Maclaurin , suponiendo que. 
este sabio la encontro. To jamas la he caracterizado en 
ninguna de mis obras 9 como invent ada por Maclaurin y 
por haberla visto en obras inglesas anterior.es 9 per o no 
teniendo suficientes datos para contradecir la asercion 
de unos sabios tan respetables y dignos de aprecio co- 
mo MM. Lagrange , Lacroix , 12c. T&c. 9 pase en silen- 
cio su autor en esta , para evitar el dar alguna idea 
equivocada . Ahora tengo la satisfaccion de indicar 
queen la leccion que Mr. Lacroix esplico en el Colegio 
de Francia el dia i.° de diciembre de 1825 , tuve la 
complacencia de oirle : . que aunque en sus obras y 
en otras se daba a conocer dieha formula bajo el 
nombre de Teorema- de Maclaurin , sin embargo, 
debia advertir que esto.no era-exacto 9 pues que Mr. 
Peacock le habia hecho , notar , que dicho teorema 
se debia a Stirling, quien lo habia publicado desde 
el axio de 1717 en sus Line# tertii ordinis Neuto- 
niana 9 



§4 dm cAtcuto difbrenciai,. 

i 47 Si tomamos por ejemplo la funcion 
tendremos que hacer x=o para encontrar ^ 4 , y re* 
sultara A~a u - 7 hallando el primer, cocficiente diferen- 

dz 

cial sera — =n(a'-Hx)' J 
dx 

y cocno para sacar el valor de A 9 es preciso hacer xzro* 
sera A!~na n 1 ; 

el segundo coeficiente diferencial sera 
d 2 z 

-~czn(n--\){a+x) n ~' 2 , que haciendo x=o 
dx 2 

se convertira en A"=n(n~ i)a ,; 2 7 el tercer coefi* 
ciente diferencial sera 



d 3 * 

dx 3 



s=n(n— l )(n — 2 )(£H-x)*~ 3 , 



que haciendo xmo se convertira en 
A n, —n{n— i)(n— 2)a”-“ 3 j hallando del mismo modo 
ios deraas coeficientes diferenciales , y haciendo en 
ellos x=o , resultara 

A /I '=n(ri— i )(n— 2)(n— 

A ^=«(n — i )(n — 2 )(n — 3)(n— 

V?C. 

Luego sustituyendo estos valores en la ecuacion 



71 

(n,i46) se convertira en zz==(a+x) n zza n +—a ti ~^ J X'i* 



1X2 IX 2 X 3 

Esta formula que se conoce con el nombre de bi- 
nomio de Neuton , manifiesta de uh modo general las 
reglas deducidas por analogia (L 1 66) y solo para 
cuando el esponente era entero$ pero como lbsprin* 
cipios de la diferenciacion los hemos espuesto para 
todos los valores del esponente, sin suponer el des- 
arrollo del binomio (a-t-x)*, podemos mirarle ahora 
como demostrado para todos los cases ea que el 



n{ 



h n ~ 



-3 x 3 -f-^rc. 



CllCVZO T>TTSR*KCTA*. 85 

esponente cs entero 6 fraccionario, positivo 6 ne- 
gative' (*). 

148 Sea en segundo lugar #=— — $ 

. a — x 

y haliando los cocficientes diferenciales , teniendo 
presente lo espuesto (136) resultara 

Az ' a d 2 z~~~ ax— 2(a— x)__ 2 a 

dx (a — x) 2 ~~~{a — x) 2? dx* (0— x) 4 "“(a — x) 3 ’ 

2x3b d 4 «_ 2 X 3 ^ 4 ^ d 5 z^2y3X4X5fl 
dx 3 ~ x) 4 ’ dx 4 ( a *— x ) 5 ’ dx^ " (a — x)^’ ^* C ’ 

Haciendo x=o en Ja funeion y coeficientes dife- 
renciaies , se tendra sucesivamente 




A ~a 3 ^a 2 ’ ~ a* “a* r ~ a* ’ 

y sustituyerido en la formula (n § 146) y simplifi- 

*7 . , a xx 2 x 3 x* 

cando, se tendra zrr m*+* — h— m h — 5 h — -- f- 

0 — x a a 2 a 3 a . 4 

c 

que es el mismo resultado que hallamos por otro 
metodo (102). 

149 Sea por ultimo x^s/ a+x=(a+x')* $ 
y tendremos 

dz^ 1 d 2 z_ 1 d 3 s_^ 3 

*** 2(um-x) 4 dx 2 4(a-Hx)| d* 3 8(a-Hx)i 

y haciendo x=o se tendra 

(^) V&ase la nota fuesta al fin del § 1 36 del pri- 
mer tomo. , 
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A'^\a"^-± A'«=± ’ V'. 



2 a* 

_ X x 

Luego z=a 2 -f- 



4a 2 



c 3 



^ 3 . S 

2^2 &a\i loan 



8 a 2 

-ttc. 




Aplicacion # del calculo diferfrncial d las diferencias 

Anitas, ' . ' 

150 Hemos visto (126' la forma que tiene el des- 
arrolio deuna funcion, xuando en vez de la varia- 
ble x de que depende , se sustituye »+4'f ox+J{ $ y 
como alii ho. hemos dado a conocer un metodo gene- 
ral para derertriinar A , B , C, 'to*cV inmediatamentej 
dada la funcion, vamos ahora'a manffestarle : ; pero 
antes observaremos que al d^senvolver la funcion 
55 / zzf.(x-+-fe) la hemos considerado como si-fuese una 
funcion de fe, y con relacion a ella la bemos orde- 
nado $ luego 2' tendra (§ 146) esta forma 

A'- A" .. A'' ^ • / 

Z , ~A~h :fe H fe 2 r*-^ k 4 *bl$C. 

L 1X2 1X2^3 IX 2 X 3 X 4 

donde las indeterminadas - 4 , fcfc* representan el 

1 , 7N dz' dV d 3 z r 

valor que toman z'—Lfa+k), — j — $ — , Wc. 

cuando en estas espresiones se hace fens o; pero ha- 
ciendo /ezzo f da funciQn > .2:rzf.-(x-+-fe) se co.nvierte en 
f .a , esto es , en z. Por otra parte, los coehcientes 
diferenciales mirando a k como variable y a x como 
constante, son los mismos que los que se . hallarian 
considerando a x como variable y a k como constan- 
te ; porque si suponemos x'rrzx+fe , la funcion x' se 
compondra de x* del mismo riiodo que la funcion z 
se compohia* de fe ; de donde se concluira dz'—'Adx; 
siendo 'A una tuncion de x', y dx :=d.(4tt-&) $ si 
solo se hace variar a & , se tendra 
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• 1 A~' 

dx'=dfe , dz'~'Adk , y —='A$ 

Q.rZ 

no haciendo variar sino x , se tendra 

, ' . - « f / /i 3 dz' 3 dz 7 da' 

dx=dx, dzzzAlx y -—~'A> luego — — — . 

dx dfe dx 

Como la funcion 'A es una funcion de x, se ten- 

, , d* A d'A , , , dV dV 

dra aUp "dfe ~dj< ’ dC d0ndC dfe a ^d« v 

,dV dV 
, en general 

Esto supuesto , cuando fezzo, a' se convierte en z, 

i , da d 2 a ' d 3 a 

y resultara A'r=i — , ^"zz — , ^"'zz — , Vc. 

• dx dx 2 dx 3 



da fc d 2 z fe 2 d 3 



fe 3 



y a # =an — x — i X — — h — -X bto’c. (p). 

dx i dx 2 1X2 dx 3 1x2x3 

i$i Esta formula, que se conoce con el nombre 
de teorema- de Tailor , se debe mirar como la base. del 
calculo diferenciai. 

Si sustituimos en ella Ax en vez de fe, y halla- 
mos la diferencia de la funcion , tendremos 



da Ax d 2 a Ax 2 d 3 a Ax 3 
-z=Azzz-—x h — X -+- x- 



dx 



-bto’c. 



I dx 2 1X2 dx 3 1X2X3 
que podra servinde formula para hallar inmediata- 
mente las difqrencias finitas de las funciones , como 
vamos a manifesiar , aplicandola a algunos ejemplos. 
i.° Sea zznax^^bx-hc , y tendremos 

jdz d 2 a ’ d 3 z d 4 a 

-= 3 »- + 6, _= 2 x 3 «x, — =x 31> , -=o, We. 

, . . Ax Ax a Ax 3 

luego Az=z(3 ax 2 ~n?) — 4-2x30* 4-2x30 rr 

1 1x2 1x2x3 
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($ax 2 -hb)Ax-i-$axAx 2 -hdAx 3 y 
que es lo inisnjo que ballamos antes (i.i8)« 

2. 0 Sea z=zax 4 -t-2bx 2 — cx y y tendremos 

dz d a z ’* . d 2 z 

^ r -~4ax 3 -4-4^— c, — — —240*, 

a# d* a d* 

d<* d*z 



— = S4 »,_=0,».- . 

sustituyendo y simplificando, nos resultara 
Az:r(4ax 3 -h 4 bx--c)Ax+( 6 ax 2 -i- 2 b')Ax 2 '-t+ 
4 axAx 3 +aAx*. 

X)e Ip diferenciacion de las funciones .trascendentes , y 
de su de$prroUo en series. 

1 $2 La funcion mas simple de las transcendentes 
CS z—a x . Cuando se sastituye eji ella an-A* en vtz 

de jc, se tendraiz'^a*^^'** 

y restando de esta ecuacion la primitiva sera 

A x+Ax x x Ax x x , Ax v 
Az— a — a —a xa —a —a (a — i) f 

• 1 • ■ • ' , . . . > 

A x 

Para desenvolver la espresion a de modo que 
tio se halle Ax por esponente, haremos f 

(147) tendremos 

Ax . .A* Ax Ax(Ax— i) ' : 

a =(L~hc) = n XC-f- XC 2 -f-VC. 

I 1X2 

, , , Ax A*(Ax— 1) 2 „ 

dedondea — 1 = — xc~b -~xc 2 -h<&c. 

i 1x2 

<jue ordenando con relacion a Ax se convierte en 



A* 
a — i 



/ c c 2 c 3 \ 

=A* ( * — h — < b*c. 

V 1 2 3 / 



poniendo en vez de c su valor a — 1 , nos resultari 



Ax 
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8 9 






I . .: 2 

y^sustituyendo este valor en el de Az, se tendra 
f cl -—’i {#— 1) £ 

i 

y hallando la reladon sera 



Az-A,.a x zza?(Ax(-~-^ - — — ^ 



JjU; L.fcii +W c:)+ix(w.))i 

y pasando a los limites tendremos. 

dx \ I 2 3 / 

6 llamando k a la gantidad constante 

■ g ~ x ^-i) 8 , (*- 0 3 ... w r , 

I 2 3' 

sera por liltimo dstrrd.a^rrfea^dx. 

i $3 Si contiuuamos diferenciando considerando 
.constante a dx., sera d 2 z==d a .u?:± d.d^“ 

y del mismo -modo hallariamos que -r.^ 6 

d 3z~d 2 .a x =?kZa x dx3 $ y que d ,; . a x zzlz 1) a x ix n y 
de donde se sigue que 

J •**«*, J*=fe 2 a* ' 

dx d**_. v . ,dx3 d*? 

y como haciendo xero , la funcion y sus coeficientes 
diferenciales se convierten en 

■Asst y A'=k y A"=k*> A"'=k 3 , &c. 
h Jz* 

se tendra (§i4&)a x z-i~i — xh — — x 2 ^ 



-x3~h&C e 



1X2 



1X2X3 



Donde se ve que hemos llegado al de^arrollo de la 
funcion a x , el cual nos servira para conoccr el enjen 
de la cantidad representada por fe. 

Si ahora suponemos , nos resultara 
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k k 2 fc3 

a=i4— — i 1 — 4-toc. 

i 1x2 1x2x3 

Esta ecuacionno es a proposito para hacer cono- 
cer a a por medio de k , sino cuando esta cantidad es 
pequena $ por lo tnismo buscaremos el Valor que de« 
be tener a cUando i=i 3 ilamandole & sera 

1 1 1 f 

e=M 4 {-— r h- b&C. 

I 1X2: 1X2X3 :iX2X3X4 

Continuarido esta serie y valuando los tdrminos 
en decimaies se hallara e=2, 71828^ 18284 59045 &c,‘ 
1 94 Esto supiresto., pues qufijg&te valor corres* 
ponde a k=i , se si'gue que - 



*r=n 4 - 1 — \Afc. 

I 1X2 IX2XJ 

gp £3 

y que igualtnente 4- 4-^c. 



1 1x2/- 1x2x3 

luegb’Se tendra e k zza.. Ahora , si por unay otra parte 
se toman los logaritmos , se obtendra* felog.ezzlog;^ 

log.# ' log. a 

6 ferr, -«— yde consiguiente i.d x ^ka x dx=:- a x dx: 

log.e J • . y . , , « v. ; log.e 



y si consideramos que estos logaritmos se toman en 
el sistema cuya base sea £ , qqe ^1. 2o6),dara 

log.azzi 3 se tendra Je= 7-— ,'y d.a x zz^— a x dx. ‘ 
log.e log.e 

Si tomasemos los logaritmos en el- sistema cuya 
base fuese e , -los cuales senalaremos con sola la ini- 
cial 1 , seria l.em, y.se tendria d .a x z=.a x &xx\.a (m). 

1 5 5 Ahora pbdemos hailar daCrlifiente la diferen- 
cial de toda fdncion logaritmica. En efecto, si se lla- 
ma a la base del sistema, 2 el numero y x el loga- 
ritmo , se tendra (I. 207) la ecuacion- %z=ia x j y to- 
mando las diferenciales de ambos miembros eriton- 
traremos dzz=ka x dx^kzdx , . 
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' _ dz d'z 

de donde se sacara dx==— =— v j 
/ez ka* 



6 poniendo en vez de x su espresion log . z , en vez 



'- r: i z 



de a x su valor z, y en vez de k su valor | Q " — ($* 54% 



se tendra d.log.z^logie— (m). 

El numero e es la base del sistema de logaritmos 
que se llama n nepermnos , y como estos-ocurren con 
mucha - freeaencia en los catculos, y a ellos t se han 
jdereferir los de los.demas sistemas, por eso los he- 
mos' s’^halado solo r con la caracteristica 1 Iasi', - con 
relation a este “sistema tendretnos Le= i. 
nbb:,:o - . ** d • 

i,Q?z=:a x dxLa y d.Lz~=— (n). 

156 Si queremos comparar los logaritmos de un 
tnismt) -numero z en Hos distintos sistemas , el ~uno 
cuya base -sea-e y el otro cuya base sea 6 * $e tendra 

y z=:a 0 ^ ; donde sale j 

y tomando los logaritmos de ambos miembros en el 
sistema cuya base sea se tendra 

log. e U =-log, ,0 ^% 

6 l.zxlog.ezz 4 og.zxlog.^=:log.z.(p) , por ser log.um. 

Ahora., como todos los sistemas. de. logaritmos se 
[relierea al de Ne per,. se ; llama modulo al numero. log. e> 
por el cual se debe multiplicar un logaritmo nepe- 
nano parapasar al logaritmo del mismo numero en 
otro sistema. Asi , para determinar el modulo corres- 
jondiente a un. sistema cualquiera, no hay mas que 
lallar el logaritmo de 0=2,71828182 &c. en dicho 
sistema j y co.rio el logaritmo de este numero en el 
^sterna tabular cuya base es 10 , esta representado 
j 0r °?4342948 &c., resulta que este es el modulo 
del sistema tabular. 
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Luego si llamamos M a dicho modulo , tendr^mo» 

dz 

(cc.p) log.^=Mxl.i> y (ec.'m) d.log.2=H4x — (q). 

■ - L. .;.-3 f; . : i v . O 2 .V 

La espresion (q) quiere decir qu e la differencial 
del lagaritmo .de un nwiigr.or es igual al products . del 
modulo po r el cociente de la diferencial del numero 
f? rtida por el mismo numero ; y ( r 5 5 ec. m) si es en 
el sistema de Neper en que lpg.e=:i., Idj difemiciql 
del logaritmo de un numeiro es igual a la diferencial 
del nfanera p&rtida por el mismo Humero. emim •!£ 

1.5,7 Si se.quisiese pasaf de/aquial d^sarrQllQ).de 
x en 6 del logaritmo; t§# potencias del niiaierO'yjg 

dx cPjc 

faallaria oue las cantidades ^c.eranin- 

1 . dz* • . , j. 

•. • * i / 1 i • y- % . ?:v: :.is ‘Jl 6J L *1^:.. Li 

fmitas en el supuesto de z*±^a x =io , y se concluiria 
que sieado z el ndmerc*;nq aeJp odri a desert vpfy^^ea 
Hna serie de esta forma x=±d+Bz-hCz 2 -hI)z 3 -i-T&c. 
Noesucederia lo misw) si-.et> vzz de v repre$<entar 
npiner a por z , le re p r esentaramos ppjr un bino* 
soalo i-bui porjque entonegs. seraa i rku&aafy que encl 
dstema-quya base es a ? da ^log.(i *+-«), y ; di&reu* 
ciando sera 

r d a x x d 3 x • 2 , , 

— ~Mx , — -=tM — , Wco 

i -ha d u 2 (i-hu ) 2 du 3 (r-+:u) 3 r 

quie haefehdo a~ro , sustituyendo los Valbres que re- 
suhen en la espresion (^ft) 146), y sacando fuera de 
ua pafentesis el factor M, se tendra - :!y 

_ u 2 u 3 u 4 

log.(i - hu)=M(u — — i- -H-toc.) ; 

' 2 3 4 

y suponieudo M— i, se tendrael logarii,mo neperiaao 

, tt ^ U ^ U ^ r 

de i -hu , que sera 1 — J-^c. 

234 

158 Vamqs a apiicar estos principles a algunos 
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ejetnplos de diferenciacion ? en el supuesco de que las 
iogariunos sea nepefianos# 

..... ax 

1? Sea %=U- ; 



•* lii'sr • 1 ‘ : • ' • i -v- ■ 

, ax d it 

oue haciendo =« se tendra az— — $ 

*’ bf-x a 

a(b — x)dx-wixdx abix 

p# " iM 1 ’ 

du abdx ax bdx 

Iuego d%= ——jr — r 2 : r—' —n : — ;• 
u (b — xy b~x x(b — x) 

2. 0 Sea »=:L(a— bx-hsf cx ) 7 y tendremos 

f. ? A / - 4 '* 

V*"~* v " ■/ ' ' - • •• j 



dz= 



cdx 

— WiC+ — — 
d.(a— bx-+-\/ cx) 2 \/ cx 

a — bx-hty' cx 



a — bx-±*s/ cx 
{c— 2b s/ cx)dx 
2 Vcx{a~—bx-t~\/cx) 

159 La consideration de Ios logaritmos facility 
mucho la diferenciacion de las funciones esponencia- 
les, cuando son complicadas. 

i.° Sea por ejemplo %zzu r 9 siendo t y u dos fun- 
ciones. cualesquiera de x j tomando el logaritmo de 
cada mieiribro se tendra h%zz:tl.u j 

y difereneiando despues , sera — ■ -hl.uxdt, 

7* u 

iedonde dz==s(t— -f-I.udf) , 6 d — f-I.udfV 

u u 

b x 

2- ' Sea vjrna $ h'aciendo b x ~t ; se tendrS/ zzza?} 
? (1 $4 ec. m) sera d 
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b X 

y como At~A.b x =b x &'xl.b> resulta d z—a b x Axl,alk 

160 Pasemos ahora a las funeiones circulares^y 
supongamos aue se tenga primero z=sen.x $ su$ti- 
tuyendo x4-Ax en vez de x , sera 
s/=sen.(x4-Ax)=(I §460) sen.xcos.A*4-sen. Axcos.a, 
de donde se saca para la diferencia 
a / --z=Az:==A.sen.x=sen,z7cos'.Ax4-sen.Axcos.x-— 
sen.x=sen.x(cos.Ax— i)4-cos.xsen.Ax. 

Y tomando la relacion sera 

Az cos.Ax — 1 sen.Ax 

=sen.x hcos.x - s=3 

Ax Ax Ax 



1 --cos. Ax sen. Ax 
- sen.x 7 hcos.x- 



Ax 



Ax 



y como se.Ax 2 =i— • cos Ax 2 z=:( 14-cos. Ax'(i— co.A#) 
sacando de aqui el valor de_i— cos. Ax, sera 

sen.Ax 2 

1 — cos. Ax= — ; 

. i-hcos.Ax 

luego sustituyendo arriba este valor se tendra 



Az 



Ax 



sen.x sen. Ax 2 



'14-cos. Ax 



Ax 
sen. Ax 



4 -cos. xX- 



sen. Ax 



Ax 



sen. Ax 
4-cos.x) - - 



Ax 



Y— sen;xX 

x 1 4-COS. Ax 

y para pasar a los limites buscaremos : en lo que se 
corrvierten los' dos lactores del segundo miembro 
cuando el incremento Ax se desvanece. 

En este caso sen.Ax=o 9 cos. Ax=i , y el pri- 
mer factor se reduce a cos.x. 

sen. Ax . , _ ... 

El factor.. — - — -se acerca sin cesar a la unidaa, 

Ax 



scn.A 

porque de tang. 4 ==^ — - , se deduce 
cos ,/i 



sen,A , 

zzC 0 $A 

tang. A 
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y pues que cos.^=i cuando ^=o , la unidad sera 
el limite de la relacion- entre el seno y la tangente 
cuando el arco se desvanece j pero siendo el arco 
menor que la tangente y mayor que el seno, se si- 
gue que con mayor razon su relacion con el seno 
se acerca sin cesar a la unidad $ luego se tendra en 
yirtud de todo esto 

dz d.sen.x T 

— = — - cscos.x,. o d3=d.sen.xr==cos.xdx., 

dx dx 

i6r Obtenida la diferencial del seno, las otras 
se deducen de ella con facilidad.f porque se tiene 

i.° Cos.x=sen.(f 9T~x), d.cos.x=d.sen.(-§‘7r~ x)$ 
y como por lo que precede d.sen.d# — xj= 
d.(|«7r — x)cos.(|«7r — x)=— dx.cos.d^— x), 
y (I. § 459 cor.) cos.(|W — x)=sen.x, sera 
d.cos.x= — dxsen.x* 

• ■ - ■■ sen.x~ •• ■ - 

a. Siendo tang.x= — — , tendr&mos (§ 136) 

. c.os.x 7 w ' 



d.tang.x: 



t cos.xd.sen.x — semxd.cos.x 



cos.x* 



cos.xdxcos. x — sen. xx — dxsen.x co.x 2 dx-hse.x 2 dx 



cos.x* 

(cos. x 2 -nsen. x 2 )dx 



cos. x* 



dx 



cos.x* 

Como cot. 

— ^:-v, 

dx 



COS.X - 6 



tang.x 

dx 



sera 



tang.x* 



cos.x* 

sen.x 2 



dx 



sen.x^ 



cos.x* 
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4»° Como sec. x=r > ser£ 

cos.x 



d.sec.x=- 



— d.cos. x sen.xdx 



cos.x -6 



cos.x -4 



sen.x i , , 

x — — dxe=stang. xs ec. xdx 

cos.x cos.x 



Como cosfce.x= — — , seri 
sen.* 



d. cosec. x= — 



d. se.x cos.xdx 



sen.x -6 



sen.x 2 



=— cot. xco'sec. xdx. 



162 Tambien.el arco es funcion de las lineas tri< 
gonomeiricas j por lo que vamps a buscar su dit’er^n- 
ciai bajo este panto de vista. Para esto ? sea x Ta fun^ 
cion propuesta, y z la variable de que depende , y 
tendremos (160) que la ecuacion d.sen.x=dxcos.x l 

a causa de sen.x=z , y cos.x=\/ 1— a 2 , 



da dz=dx\/ r— z 1 , y por consiguiente dx=-^ 



dz 



que es la diferencial del arco espresada por el senoy : 

por su~di fere ncial. : 

Para espresarla por su coseno , partiremos de la 
ecuacion d. cos. x=— dxsen.x - 7 ■" . - } 

... . . . dz ‘dz 

que haciendo cos.x=z , da dx= rf— « — . 

sea -* 

dx 



Sea tang.x=s $ la ecuacion d.tang.x= 



da dzzz- 



dx 



cos.x 4 



cos.x^ 



. , dx=dzcos.x a j 



y cotno (I. § 445 esc.) cos.x 2 



n-tang.x 2 i-ks 2 * 
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poniendo es te valor en el : de d# , res uitar a dxr: -=h — ^ 

de doade,se puede cuneluir que La diferenciai del 
arco'eS' iguai&la diferenciai de IdT tan gent e- divi di- 

da por el cuadradd de La secante j porque v i-bz z 

espresa iaiecante ciiando % es la tangente; 

163 • Ppjr . medio de las difereuciales.. que. acaba- 
mos de obtener , se pueden desenvolver eh series las 
princi pales 'funciones cireulares. 

ParV3=sen.x , se tieiie 

d *z d 3 z d*z 



d z 

•— mco.x 
dx 



, — -m— se.x, — -m— co.x, — zrse.xfo*. 
dx 2 ’ dx 3 ’dx* 



que haciendo xrrr o , sera 
A~o, A'ts* i y A"= o, ^"'=- 
de donde (14 6) se conciuirat 

x 3 

^rsen.xzix h 



■1, A! v z=.o> A v —i 12 Ca 



-Vc. 

IX2XS IX2X3X4X5 

que es 'ytf/or de/ sewo espresado por el arco . 
Para 3=co.s.x , tendremos 

dz d 2 z d 3 s 



sen.x, 

dx 



dx 2 



■=— cos.x . 



dx 3 



c^sen.x,- 



d 4 z 



d*z 



d 6 Z 



r =CQS.X . 



=— sen.x-. — — cos.x; I 2 c< 
dx 6 



•dx 4 . . dx^ 

que haciendo xmo , reSUlta A= 1, A'—o, A l/ =*—i, 

• i*'"=o, A /V zz 1 j A^zno y l A y/ ~ — 1 , to’c . 

X 2 X 4 X 6 

y cos.xmi — h ^ 

1 X 3 IX 2 X 3 X 4 : 1X2X3X4X5X6 
Del mismo modo se pueden hallar' todas las de- 
fies 'tineas trigonometricas en valores de sus arcos, 
y el de estos espresados por las tineas ; pero aqui 
solo hallaremos el del arco espresado por su seno. 
- Para esto ? sea » el arco y x el seno eorrespon- 

7 T. II. 



98; t>vl cAtcum diperen^ia^j: 

dx 

diente ,jy. tend re lii os (§ 162) cb— — - , cbr:‘; ! -:- •• 

y/i*~ * 2 

d^z- x'-' d^i : '- 



1 ? 



V'l- 



di* 2 



(i— • x 1 )^ 



5 L J U' 



dx 3 ' 

K 



3 * 



d 4 z 3x3* 3x5*3 



(1 -x -)‘2 (i— x 2 )^’ djc4 - (I-X 2 )5 -(I-X‘j 2 

2X^X9X 3 3x5x7 ‘<4 






3x3 



( 1 — 5C 2 )2 (l—X 2 )^ (i_^ 2 )£ 



& &c. 



de donde.-haciendo x~o,..y teniendo ^resente que. 

entonces es tambien z=o, resukara - 

A— o, A"-=io, A'"=,i , A' v —o> A v =ixi * 3*4 

*3 3x3*^ '■ 



y por lo mis mo sera zrrafc+r 



■■ML ... ^^'irPfr 

1x2x3 1X2X3X4X5 



De Ja diferenciacion de cuahsquiera ecuaciones de do: 

variables 1 .... vr — : -;s;r„o h 2D c::? 

1 64 Hasta aqui solo hemps diferenciado ecuacio* 
nes. separadas., es decir^.eQuaciones en q-uedalxaria- 
bie se hallaba sola en un miembro y la funci<bn en 
el otro 5 tales son las ecuaciones de la forma Z^=X, 
siendo Z uaa_funcioa. de z^y-X una. funeion -de 
pero en el mayor nwmero de ecuaciones que se en- 
cuentrar^ en las invesiigaeione.s analiticas, la varia* 
ble y la funeion se hallan : tnezcladas 6 co.mbinadas 
entre si. 

Cuando. se tiene mm. ecuacion cualq-uicra V~ o 1 
entre x y z ? su efecto es determinar z por medio de 
x y 6 x por medio de ,z , de manera que una de estas 
cantidades es funeion de la otra. Si concebimos que 
se Jtiaya determinado;^. por medio de x, sustituyen- 
do la espresion de z en V , esta se convertira en una 
funeion de x sola 5 pero compuesta de tdrminos.que 



/ 
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se destruiran independientemente de ninguq valor 
pkrticular de "ifc 9 pues que'fcste valor deb'ia; p^rmarid* 
cer indefertt&rcado. Pe donde se sigue que la cantfc 
dacl V se-debe mirar implfcitameme comonma fun- 
cion*' dfc'ix/’quefe's nula pkra todos los valores que 
puede xtfe£ii>Mrc e.sta:.variablev. y que por consigju.iqnte 
su.difercMicpl debe ser nula tambien ^ luego en este 
caso la diferencial de z se debera tomar consideran- 
3 ola cdtdo'funcibn de x, la que hara que tenga etf- 
ta forma d z^Adxy por lo cual si 'se toma la dife- 
renciar *d e^ 13 aj~o est€ aspecio /y se la iguala con ce- 
ft> , sis tendfa ia^ecuaciori que debe determinar a A 
en esta hipotesi's. - — * • — . 

Aclaremos esto por medio de un ejetnpta 
Sea la ecuacion z 2 — 2?nxz-tx 0> — a 2 zzoj 
^.en.ella^sfes^stzt'uye en vgz.de' .2 su valor 

mxdz\/a 2 — x 2 -tm 2 x 2 9 - 
v c: .■ 3 :...:*. ; . ' a ? 

sacado de la rtiisma ecuacion , se convertira en ima 
funcion : de : x' sola ? t£uy os tertninqs todos se destrui- 
ran $ asx^su ..diferencial bajo esta forma sera igual 
con cero. Pero diferenciando el primer miembro en 
el supuesto de ser z funcion de x , se tendra 
t 2 zdz — 2mxdz — 2mzdx*+-2xdx'=zQy~2 ±,j 

6 sUprimiendo el factor comun 2 sera 

zdz—mxdz — mzdx^xdxzzio (M), . . - . a 

o ( z — mx)dzr--(inz — x)dx=©j 

■ dz mz—x s 

que da v (N)$ 

dx z—mx 

y sustituyendo en este valor de A elde z 9 sera 



A- 



— x*^?n 2 xzfcm\/a 2 — x 2 ~t-m 2 x 2 



zh\/ a 2 — x 2 -t-m 2 x- 



mzb- 



— x~i*m z x 



\/a 2 

fesultado identico al que se deduciria de la ecuacion 
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ada z—mxdz\/ a 2 — x 2 -w/Ac 2 , que ( 14 °) darii 



-2x-i-2 tn?xb- 



zmdz- 



-x-biirx 



separada 

4 - 2 \/ a 2 — x^in 2 x 2r 
i6^ -Aplicatfdo el mismo razonamientoa la ecua- 
cron l (z~mx)A~mi-£x—o , que se deduce; de la (N), 
co'nsiderando en ella a z y A como funciones de x 7 re- 
sulta u ecuacion 

(dz~7ndx)^-f-(%-— ?»x)d4— wd«H-da ==9 f y haciendo 
d&s-^dx, y dri=.Bdtf, y dividiendo : por dx, resul* 
tara {A~m)A-±{z — mx)B0mi4+ l= Q> ecuacion que 
da la relacion que -el coeficiente diferendial del se- 
" ' dP z 

gundo orden 6 — --debe tener con elde prime* 

dar* 



d z 



6rden A 6 — , y con las variables z y x. 

dx .. _ . ■ . . . ; 

Continuando diferenciando de.la misma manera, 
se forinafia la ecuacion de que dependiese el coefi* 
cieme diferencial de tercer orden , y asi enadelante*. 

d 2 z 

Si se-.atiende a que Bzz — y que d?z=d.(dz\ 
dx 2 , , 

$e reconocera que la- ecuacion 

(^A-~m)A~h(z—mx)B — inA-binoy - '*/ 

se deduce desde luego de la ecuacion (M) , cuando 
se diferencia haciendo variar en ella ' dz coiiio una 
funcion de x x y dividiendo despues por dx 2 . En e- 
fecto , diferenciando y reduciendo se tiene 
dz 2 ~hzd z z — 2 mdxdz' — 7n*d 2 2H-dAr:=:o 
y reduciendo^ y_ dividiendo- por dx 2 sera . 

dz 2 dz d 2 z 

dx 2 (lx A • dx 2 7 

ecuacion que cuando se muda en ella 
* dz d 2 z _ 
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se trasforma en la que hemos obtenido ant$s para, 
determinar B. 

En general, hacer variar las cantidades A, B,C y 
&c. como funciones de x y es romar las diferenciales 

dz d 2 z 

de las espresiones equivalences — , Wc. ; ea 

dx dx 2 



una palabra , es considerar a dx , d 2 z Wc. como fun- 
ciones de x. . \ 

La ecuacion (M) es Id diferencial primer a de la 
propuesta, la ecuacion (P ) es su diferencial segunda , 
Uc. y segun la observadon hecha antes, las difereni 
dales de.una ecuacion primitiva propuest a 0 se deducen 
las unas de las otras por la dif ere nciacion , consider 
rando d z , dz , d 2 z &c. eo?7*o funciones de x. 

Se pasa a las ecuaciones que dan los coeficicntes 
diferenciales , observando que estes coeficientes soil 

- dz d 2 z 



dx 5 dx 2 






6 haciendo dz=Adx , d^z^Bd# 2 , tyc. 
por estas liliiuias sustituciones las diferenciales de- 
saparecen , y solo quedan en los resuitados las fun- 
dones A, B, C, 12c. absolutamente independiemes 
de x . 



Aplicacion del cdlculo diferencial para determinar los 
maximos y minimos de las \ funciones de una sold 
variable. 



166 Segun la idea que hemos dado de la funcion, 
siempre que varie la variable debe variar la funcion; 
y como hay muchas funciones que denen ciertos li- 
mites , aunque sus variables reciban todos los valo- 
res posibles., es interesante saber en cuantas y en que 
ocasiones varia la ley de los incrementos 6 decremen- 
ts de la* funcion, sin variar los.de la variable. 

En.efecto, cuando la variable de que depende 
’una funcion. propuesta-, p.asa s ucesivamente por to- 
dos. los grados de magnitud , .sucede algunas veces 
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que la$me de los valores que recibe esta funcion; es 
al principio creciente y se convierte despuesen decree 
ciente $ entonces- hay en dicha serie lino de estos va- 
lores que sobrepuja a los que le antecedeny siguen 
inmediatamente. §i al contrario, la serie de los valo- 
f 6 s 'de la funcion propuesta es al principio decrecien* 
te, y se convierte despues en creciente, se encontrara 
necesariainente uno que sera menor que los que le 
anteceden y siguen inmediatamente. 

• El tdrmino en que el incremento de una funcion 
se detiene, se llama mdxim'oj y aquel en que deja de 
decrecer , minimo. 

Sea, por ejemplo, la ecuacion : 

en la cual observaremos 
que si x=o, i, 2, 3, 4, $, 6, &c. 
tesUlta 2=2,1 1,18,23,26,27,26, &c. 
donde vOmosquecuando ac=<;,-resuita para 2 un va- 
lor maximo que es 27, el cual es mayor.que los que 
le preceden y siguen inmediatamente, , 

Si la ecuacion fuese 2=13 — ix-hx 2 , 
se tendria que 'haciendo r - r xt=z o, 1, 2, 3, 4, &c^ 
resultaria 2=1 3, ro, 9, io, 1 3, &e< 
donde vemos que-cuando x~z2 corresponde a 2 el mi* 
nimo 9, que es menor que el que le precede y sigue 
inmediatamente. , 

1 $7 Toda fuqcion que crece 6 decrece sin cesar, 
cuando su variable crece’o decrece, no es susceptible 
de maximo ni minimo*, pues que a un valor .cualquie- 
ra sucede siempre uno mayor 6 menor. 

JEL cardcter esencial del mdximO consiste en que los 
valores que le preceden y siguen inmediatamente ; jean 
menores j el minimo , al contrario , debe ser menor que 
los valores que le preceden y siguen inmediatamente, 

Se dice inmediatamente , porque sucede. con; fre?- 
cuencia que una .funcion tiene valores que sobrepujan 
a su maximo, 6 que son menores que su minimo, 6 
en fin que tiene muchos makimos y mmimo&desigua- 
les ent-reisij tododo eual se concibe bien;, potque si 
despues de haber -crecido- & deorecido' * esta funcion, 
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^Ufiilve S'crecer de nuevo indefinidamente 1 , acabari 
-por sobrepiijar al maximo que tuvo al p rind pi o. 

En vez de suponer qu‘e crece indefimdamehte, 
podemo’s coniebir'que decrezca despues de un cier- 
to termino, y de aqui nacera un nuevo maxitno que 
Spodra-ser diferente del prittiero $ de donde se pue* 
de inferir lo que debe suceder cuando estas mudan* 
zas se repiteri. ■ • 

168 Pa^a aplicar el calculo diferencial £ la in* 
’Vestigacion de los maximoso mmirnos ,'se. practical 
ra lo siguiente : hdllese el primer coeficiente diferen * 
r cial , 6 igudlese con cero 9 hdllense los valorem de la 
variable que satisfdcen d esta ecuacion $ y si hay md- 
ximo 6 minimo , sera en alguno de estos valores de la 
variable . 

Hdllense despues los coeficientes diferenciales si- 
guientes ; sustituyase en-ellos en vez de la variable 
cada valor de los que se hallaron en la igualacion d 
cero del primer coeficiente diferencial $ cada valor de 
estos que ridtizca d cero un numero impar de coefipien'- 
tes diferenciales , sera un maximo 6 un minimo : serd 
■mdximo , si tl primer coeficiente que no desaparece ^ 
’tieneel Wgha ? ffigdtivo ; y serd minimo , si tietie el tig- 
no positive. Si la sustitucion de estos valores reduce 
"d cero un nuhzero par de coeficiehies diferenciales , la 
fimcion j propuesta no tend rd mdximo ni minimo. 

Sea , por ejemplo , la : fuxrcioh z=2-hi 6 x~ x 2 , 

dz 

cuyo coefeiente ^fererrd^l es -^-=10 — 2~x, 

dx 

que igualandole con cero da io*— 2*=o, 
de^doude hallese ..el .segundo coeficieritie 

diferencial 3 y se tendra ^ \ m — — 2 $ como es .inde- 
dx 2 

pendiente de x , no se reducif a a cero por ninguii 
valor que tenga esta variable j luego habiendo solo 
desaparecido- un coeficiente- diferencial 5 infer-iinos 
que cuando x=$ hay maximo 6 minimo $ y como 



- i d 2 z 
sera 
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el primes coeficiente q ue no desaparece es una can» 
'ildad negativa , inferhnos que dicho valor es. maxU 
mo , como debia veriticarse (1.66). . 

y Sea pa segundo.lugar zzzi y hallan* 

.. .v, , dz ■ 

do el poeticiente diferencial sera — =— 44-2* ; que 
" ■ • dx 

igualado con cero da x=2 j volviendo a diferenciar 

^ t , 2 , ^2 7 cuyo valor constants y positivo, ma* 

.nifiesta. que la funcion tiene un minimo correspond 
dieate a x==2. v como hallatnos antes (i 66). 

169 Percibida ya la practica de la regia , va- 
trio's* a examinar analkicainente la cuestion , para de* 
ducirla^ , 

Para esto, sea z una funcion cualquicra de x y y 
supongamos que x haya ilegado al valor que da el 
.maxima 6 aimiino de esta funcion j ,en este caso , se 
lhriere de las ideas del lnaximo y minimo , que si se 
buscan los valores de z correspondientes a x—k y a 
x-hkySQ deben obtener en ambos supuestos , resul- 
tados-menores que el maximo> d mayores que el 
jfcmimo,. /; ■ 

fispresando por '% el valor de z. que correspon- 
de a x — k y y por %' el que correspoude a x-hk > se 
tendra (L.50) por el teorema de Tailor 

dz k d 2 z k 2 d$z fe 3 

— X— rt-j—X+r^r — - j-= - H&C. 

dx i dx. z 1x2 dx 3 1x2x3' 



dz ’ k cPz h 2 



— x \ — -X- 



d 3 z 
-X- 



fe3 



dx 1 dx s 1x2 dx 3 



1x2x3 



4-tote. 



Y como k puede ser tan pequena que un termi- 
no cualquiera sea mayor (1 12) que la suma de todos 

!os que le siguen , resulta que el termino ^ xfe po- 

CUv 
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dra cumplir con esta condicion ; entonces :z sera ma- 
yor que el primer valor 'z , y menor que el segun- 
;do z l 3 luego ia fiincion propuesta no sera ni maxi- 

dz 

ino rii mxniiiio, mientras:que — -xfe no sea nulo. Pe- 

ro un termino no puede ser cero si no lo es alguno 
Je sus factories j y cotnor.fe.no puede ser cero, por- 
que le Suponemos un valor determinado , aunque 

dz 

pequeno > se deduce que — sera el que deba ser ce- 

d% 

ro. Luego siendo indispensable que — zzo, para que 
Jiaya un valor maximo 6 minitno, se tendra entonces 



*zzzz~h — - x 



d 2 z fe 2 d fe 3 d^z k 4 



— X- 



%'zzz-\- 



dx 2 xx2 dx 3 1x2x3 dx 4 1X2X3X4 

fe 4 



&c. 



d 2 z k 2 d 3 z fe 3 
-X -X 



d*z 

f— x- 



dx 2 1x2 dx 3 1x2x3 dx 4 1X2X3X4 



-l?c< 



y en.este caso si se podra tener a un mismo tiempo 



d*2 



z<!% y z<z ' 3 que seria siempre que - fuese po- 

nx 



, , - U. Z 

sitivo^ z*>z\ cuando fuese negativo; 

dx 

d primer. caso daria para^ un minimo , y el segun- 
do un maximo. 1 De donde inferimos que para encon- 
trar cuando una funcion z debe tener un maximo 6 
Un ininimo (porque en ambos casos los da una mis- 
fta ecuacion) , es necesario buscar la espresibn del 
primer coeficiente diferencial e igualarla a cero , que 
cs la primera parte. de la regia. 

‘ I 7 ° • Hemos dicho .que para que haya maximo 6 

minimo indispensable que sea igual con ceroj 
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pero no por esto se debe inferir que siempre que 
dz 

--~=O j de.ba haber maximo 6 minimo. Enefecto, si 



dx 



dz 



.cl valor de x que hace nulo.jel. valor de , hiciese 

dx 

c d*Z' ' d 3 z 

-desvane.cer al mismo tiempo - — - , sin que de$« 



apareciese , se tendria 
* , d*z [ k 3 



9 -x- 



dx a 



d*z 



dx 3 



k* 



d^r 1x2x3 dx* IX2X3X4 
. d*z ■ k 4 



— l&C. 



d 3 z fe 3 
Z =z-f* — 7— ^-X 



dx 3 1x2x3 dx 4 . 1X2X3X4 






d 3 z fc 3 

y como x podria llegar a ser mayor que 

dx 3 1x2x3 

la suma de todos los terminos que siguen* no habria 
entonces entre las tres cantidades 'z ? z , z\ la subor- 
.dinacion que conviene al maximo 6 al liimim'o ; pue$ 
la media z seria mayor que la una de las estremas, 
-y menor que la otra. 

d^z 

Pero si. se tuviese tambien — =0 , resultaria 



\ dx 3 



d*z 



f Z=2Z-b 



k 4 



&% 



k * 



dx* 1X2X3X4 dx 5 1X2X3X4X5 
d*z k 4 d^a 






z =% 4 - ■ 



d*a 
+ — X- 



-bWc, 



dx 4 IX2X3X4 dx 6 1X2X3X4X5 

eu donde las condiciones del maximo 6- del minimo 
quedarian aumsacisfeclias , y daria- a conocer .elsig- 

, d- ] z 

no; de xuaL'de los. dos .debia tenerlugar. 
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Del mismo modo se haria ver qua en general no 
puede haber maximo 6 miniino, sino cuando el pri- 
merodedos coeficientes diferenciales que no desapa- 
reee es de un orden par j y si este coeficiente es ne- 
|ga;ivo, la funcion seed maximo: y si posuivo 3 mlni- 
ino, lo que completa la regia que hem os dado antes. 

i-ji . La teoria de los -maximos y ininirnos se aplii 
ca a todo genero de cuestiones , pero como la deter- 
mination se hace siempre por un mismo metodo r so : ^ 
lo nos detendremos en la siguiente.. ; 

Diyidir una cantidacl a en dos partes , tales que 
i su. producto sea el maximo de todos l os. pro duct os se - 
mjantes que se puedan formar. 

-• Sea x una de f lasq>artes de a, con lo.que la otra 
ser£ a— xj y represen’tando por z el producto cuyo 
maximo se busca , se tendra zzzx(a — x)zzax-~x 2 -, de 

“ 1 dz • 

| donde sale 2x ? que igualado a cero da x 

; UiSC 

! , , - , _ . r d 2 z ' ^ 

•volviendo a diferenciar sera -=>-2 5 cuyo valor 

I ' v - ' ' dx 2 

constante y negativo , manifiesta'que el producto es 
| Un maximo cuando x~\a 3 6 cuando las partes en 
que se descompone la a son iguales , que es lo mismo 
que dedujimos en otro lugar (I. 170). 

- De^aqui r'esulta que si a fuese el semiperlmetro 
ue :un rectangulo 5 y se quisiese que este fuese un 
toaxnno, no habria mas que construir un cuadrado, 
cuyo lado fuese igual a la raitad de a ; luego el cua- 

rado es el maximo dc todos los cuadrildteros isopotfe 
■Metros. 

Luego el tridngulo rectangulo isosceles , es el met- 
jor de todos los tridngulos que se pueden formar cuando 
se eotJ oce lo que han de componer juntos sus dos cate - 
P or que si llamamos t el triangulo , b la base y 
^ a altura, se tendra cuyo producto es tin 

ftaajciaao. ‘ctfando a—b,- ~ 



io3 
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De los valores que toman en ciertos casos los coeficieiu 
tes diferenciales , y de .las espresiones que se con* 
vierten en g. 

ij 2 Si se buscase el maximo 6 el minimo de la 
funcion az^y/a 7 x 2 ~ x 4 por ejemplo , se dedudria 

dz & 2 X — 2X 3 



de ella 



dx 



a Va 2 .x 2 — x 4 



dz 



que haciendole igual con cero daria x=o y — 

dx 

Sin embargo, con un poco de atencion se vera 
que el numerador y denotninador de la fracdou 

• prx — 2x 3 
« — — -■ ■ no se desvanece a un raismo 

a\Za 2 x z -~x 4 

tiempo sino porque estanafectos del factor comun & 

dz a 2 —2x 2 

Si se suprime-en ambos, se hallara — rr — » 

d * as/o?-J 



que en el supuesto de ser jc=oy da 



dz 



dx 



-=rfci. 



a\/.a s — a 



En general, si se hace x=a en una espresionde 
r P(x^a) m 

esta forma , se convertira en g; 

£(*-*)”. 

pero su verdadero valor debe ser nulo firdto 6; infi? 
nito , segun se ienga ?w>n, mzzn, m<.n j porque 
borrando los factores cbmuuesal numerador y d e< 
nominador , se hallara 

en el primer easqjj 

p ~ ■ p, 

-u en el segundo ; y en el tercerof .^ 
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el supuesto de que las cantidades P y g no sean nu- 
las ni infinitas por el supuesto de xSm 

Luego cuando se tiene una espresion cualquiera 
bajo la : forma §, es necesario para conocer su verda- 
dera significacion ? desprenderla de los factores co- 
munes : u'su numerador y denominador. La diferen- 
ciacion suministra este medio con mucha senciilez. 

La diferencial de la -espresion P(x — a ) y en que P 
es una funcion cualquiera de x, pero independiente 
del factor (x— a ) , es ( x — a)dP-f-Pdx 7 que no se des- 
vaneee ya cuando x=a. 

Si se diferenciase dos veces la funcion P(x— -a) 2 * 
se hallaria (x— a) 2 dP-b 2 P(x — a)dx , 

(a— a] 2 d 2 P^2(x— a)dPdx+ 2 (x — a)dxdP4-2Pdx 2 = 

: (x- fl) 2 d 2 P+4(x — a)dPdx+ 2 Pdx 2 y 

y como P no coritiene a x— a , la diferencial segunda 
se reducira a su uhimo tennino 7 continuando del 
mismo modo deduciriamos que todas las diferenciales 
de una espresion de la forma P(x-*a) 7W , hasta la del 
orden m — 1 inclusive > se desvanecen en el supuesto 
de x — a , cuando m es un numero entero : y que en- 
i tonces la diferencial del orden m se reduce a 
1x2x3... inPdx m y luego el factor (x— a) m desaparece 
despues de m diferenciaciones* 

Sea por ejemplo la funcion x 3 — ax 2 — a 2 x-f-u 3 ? 
que se desvanece en el supuesto de x=a 7 su diferen- 
cial primera se desvanece tambien en esta hipotesis, 
pero no su diferencial segunda que es ( 6x — 2 a)dx 2 ,- 
la cual se encuentra ya libre del factor (x — a); y 
; pues que ha sido necesario para esto diferenciar dos 
Veces de seguida ? se debe concluir que es de la for- 
ma P(x — a) 2 7 lo que en efecto se verifica, pues que 
x 3 — ax 2 — a 2 xH-a 3 =(x-KjJ(x — a) 2 , 

*73 Aplicando lo que precede a la fraccion 

k*-ay» 

: TiT 9 se vera que diferenciando muchas veces 

a)« /V 

seguiha su numerador y denominador 7 quedarao 



rto del calculO" 

kbres amnmistno tiempo del factor (%r rtf) • sirtfEnyfo 
Si cl numerador es el ppimero que da un. result 
rado que no se desvanece > $e£a. uqq^pru^ba. d.e w que 
el factor x*— a se •eacuentra el.evado en el a.una po«i 
tencia menor que en el denominadpt:,. y_ ppr nofigi? 
guiente la fracoion propuesta sera inlinita * si abcQu* 
trario .es: el denominador da ; ifraegion'propues.ta-seri 
rtula. Lucgo podremos estabiecer q,ue pnrd.uoM.sner 
el. .verdadero valor de-una ?frjic cion que se convierfa 
en §, cuando se da d x an valor particular , es.ne'ce sd 
rio diferenciar separadamente .su .nainerador y $u da 
noininador j.hasta qufc se 

result ado que no se desvanezca ^ la funcion propuesta 
serdjnfinita en ef printer caso r rivild en el se gun do , y 
tendrd'iin valor firilto ^ sf se'kdllart d unnnismo liemfo 
dos resultados que\no se -ahiquiian* - 
i.b: Alg urips ejeniplos aclararan , estp suficienteqiente-, 



i. 



La formula 



• , que, espresa la suma-de 



La progresion geometrica ~ i :x:x 2 :x 3 : at- :x 3 :x 6 : Vc* 
sevconvierte eing cuando xzfilj sin embargo.* esta 
suma en la. progresion georne trica -H- 1 : i : i ;i : .&c, 3 
que. nos; conduce dicho sup.uesto, tiene un. valor 
determinado e igual con n ? que la regia precedent 
nos va a sutoinistrar tainbien. En-efecto , despues de 
haber diferenciado el numeradox y .el denominador 

. . ' ~ 

de la espresion 

; .. nx n 1 dx . t i 

se halla — : — : — ^=nx” L z~n cuando x=i. 
dx 

174 Aunque . no se ve inmediatamente coriio e$ 
p/ x a yn 

posible dar la forma ~~ a la funcion trascea* 

* Q{x~a) n 

: a x — b x • ^ / - 

deme ? que se convierte en § cuando 



Mfc II tz 

UP obstante se le puede aplicar la regia; y despues; 
de haket;.:diferenciadg sa uumerador y. denominador, • 
sp encuentra a x l.a~*b x Lbj que s.ustituy.endo cero en 
V&z fax sz convierte en. li-. 4 frrrl.fr, quo. espresa el va-- 
lor buscado. 

h , i: ... *. - . I— Sen.JCH-COS.3f 

i/Lo mistno sucede con la espresion ■ — 

sen.tf-HCos.a— -i r 

qiue is e. convierte .en §. cuartdo ; piero^diferen-*. 

dando .su numerador y denominador , se tendra 
. — r -costacdx— seri'.'^dx- ' cos.*— -sen. sr 

* cos^dx — seli.xdx cos. x — sen.x 

que es^eLyalor de dicha; espresion ciiando pc— ftf. - 

Aplicacion del cdlcul.Q diferencial a l.a teoria dc las 
HmMJ iurw, • - jt 



175 En la descripcion de una linea se observa 
que.todos las panics se sueeden los unos a los otros; 
sin imerrupcion ninguna , lo cual constituye lo que 
Maiiiatnos ley de continuidad. 

En el calculo se puede hacer que los valores de< 
l.a§:funQiones. ? se vayan acercando a esta ley todo 
lo que se quiera , dando a las variables de que de^: 
penden los valores correspoudientes. Esta analpgia, 
aunque algo, imperfecta., entre la descripcion de las 
lineas y la marcha del calculo, dio orijen al c£lculo 
differencial. , ■ ' 

Las consideraciones geometricasprueban de ua 
modo may exacto, que la relacion de los incrementos 
de una.fuucion y los.de. su variable, es en general 
susceptible de limites. / 

176 Toda funcion de una variable se puede repre+ 
sentqr por Ja ordenada de una curva , de Ui que esta 
variable es la abscisa ; porque si vamos dando valo-» 

particulares a la abscisa ,,y tomamos estas partes 
41 q largo de una linea, y en los estremos se levantan 
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lineas pkralelas entre si, dela magaitud qu‘ee$pfesaf 
la fuacion en cada caso , tendremos construida una 
curva , cuya ecuacion sea la igU'alaciori de la funcioa 
propuesta con una variable; Ahora, la relation de la 
ordenada / de la curva con su subtangentecorr-esponde 
al coeficiente diferencial dc lafuncion . Ea efecto , si 
en uaa curva CD (fig. 37; se rirapor dos puntos 
y M' uaa secante MM 7 , prolongada hasta que en- 
cueatre ea S ;al eje AB de las abscisas, y se^tiran 
despues las ordeaadas PM, P'M 7 , y la recta MQ 
paralela a AB, los triauguios semejantes- MQM 7 y 
PMS , daraa PM;PS::M'Q:MQ (in) , de donde 

ps mq A* . . 

rr— ; y pasando a los limnes se tea* 
PM M'Q Az ’ J r 



dra lira, de =lim. de ; pero el limite del 

PM Az ’ r 



1 ‘ . . PT subt‘. 

primer miembro es— ^ — , porque a medida 

que el punto M 7 se aproxima al punto M, se acerca 
el S ai.T:, y por consiguienteL la subsecante PS-a la 
subtangente PT j y como (i29).el limite del segundo 
miembro es 



dx , subt. dtf , d# 

— y sera =- — o subt.=zX — , 

dz z dz dz 



que es la formula general que determina la subtan- 
gente de una curva cualquiera.j y nos dice que-debe- 



dx. 

mos hallar el valor del coeficiente diferencial -j-, de 

la abscisa con relation d la ordenada/ muitiplicarle 
por el valor de la ordenada , y este sera el* valor de 
ia subtangente. . . . 

177 Cuando se dan a la abscisa valores sucesi* 
vos, las ordenadas que corresponden k estps valc^ 
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res , d’eterminari erl la- curva 1 punto.s que'se-plieden 
considerar como vertices de los angulos de un poli ? 
gono inscritb enesta curva. ^ - 

Si se toman ? por ejemplo, sobre el eje de; las 
abscisaslos puntos P, P'^P'f (iig...g8), distantes en- . 
tre si una misma cantidad x $ se tendra . : 

AP'ssx-fx, AP // ~3 c+2x, ^rc. y si se le- 
vantan las ordenadas correspondientes PM, P'M', 
&c.- y se unen los puntos M, M', M"* &ci 
por cuerdas * se formapr&l el poligono MM'M" &c. 
que se difer-enciar-a tanto iiienos de la curva pro- 
puesta, cuanto mas proximos se ha'llen .entre si- lo§ 
puntos M , M', M", &c . , pero al misrno tiempo el 
numero de sus iados aumenta*ra c : ada vez mas, pucs 
que la distancia PP' estara contenida un numero de 
veces mayor en la abscisa determinada AP. Por lo 
que la curva CD sera el limite de todos estos poll- 
gonos, y por consiguiente las propiedades que con- 
vengaa a este limite convendran a la curva pra- 

puesta. \ • 

Donde debemos advertir que si en lo sucesivo 
consideramos alguna curva como un poligono de in - 
finitos lados , se ha de entender que esta es uha es- 
'presion abreviada de que el poligono es tal que la di- 
ferencia entre el y su limite , que es la curva , es me - 
nor que xualquier cantidad dada. 

* 178 -De la (prop, m , 176) se saca tambien 

PM M'Q Az 

Ts mqT'I^x pM dz 

y pasando a los limites sera ; 

• ■ PT dx’ 

ahora , por-ser el triangulo PMT (fig. 37} rectangulo 

PM 

er * P , la relacion ■ ^ — espresa la tangente del angu- 

lo PTMj luego — es la tangente trigonometric a del 

. _ dx ; ■; 
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dngulo que la tangents de una curva en un punfo cuaU 
qiiiera forma con el eje de las abscisas. , 

El mistno triangulo PMT da la magnitud de la 
tangente 6 



MT=V / PM 2 +Pr 2 =V / I 

ds 2 



dx 2 

+ d? 



179 Si suponemos que MR sea normal de la cur- 
?a , eltriangulo TMR sera rectangulo eu M j y como 
desde M tenemos bajada la perpendicular MP, re- 
sultara que los triangulos TPM, PMR seran seme- 
jantes (I. 332) y da ran 



PT:PM::PM:PR= 



PM 2 



%d% 



PT zdx dx 



&% 



que es el valor de la subnormal de toda curva* 

El triangulo PMR, rectangulo $n P, da para 
•la normal 



MR: 






dx 2 



dx 2 



180 Vamos a aplicar esta teoria a la investiga- 
tion de las subtangentes, tangentes, normaies y sub- 
normales de las secciones conicas. 

Consideremos primero que la curva AMM' (fig. 
39) sea un circulo, cuya ecuacion es s 2 r:2ax~ x 2 , 

. d z 2a — 2x 
que da • 



u— x 



dx 



2% 



\/ 2 ax-^x 2 

De donde para la subtangente PT se saca 



dx _ \S 2 ax— x 2 2 ax^-x 2 

subt.rzzs ~~—s/ 2 ax — x 2 x- 5= 

az a — x a — x 

Si se hace xna, resulta indnita la subtangente, 
y por lo mismo la tangente no encuentra al eje de 
las abscisas , y le es paralela $ y como esto corres- 
ponde a xzna 9 que da a se deduce que la tan* 
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gents tirada por el estremo de la ordenada que pasa 
por el centro , es paralela al eje de las abscisas $ lo 
que debe verificarse asi, pues en este caso la tan- 
gente y el eje de las abscisas son perpendiculares a 
la ordenada 6 al radio. 
r , Para la normal ? tendremos 



norm 



,^Vi +$**V*- 



{a—xf 



2ax-+-x 




•x 2 -^a 2 — 2 ax-\-x 2 
2 ax— x 2. 




\/ 2 ax—x 2 x — =dt\/ a 2 zz±ia 

\/ 2 ax-*-x 2 

que manifjesta que la normal del circulo es constant e- 
mente igual al radio, lo que tambien es conforme con 
lo demostrado vL 29^). 

181 Sea ahora la-curva una elipse , cuya ecua- 

, « b 2 . _ , dz b*(2a~*2x) 

cion es (2 ax~x z ), que da — —— r=2 

dsc 2a*a 

b 2 a — x b 4 a — x b a — x 

— X :=-■£< r ==— X — : j 

a 2 % a 2 b - - a 

~V^aax— x 2 . \/ 2 ax~**x 2 

de donde sale PT= 

dx b ) a \/ 2 ax — x 2 iax — x 2 

•«— =— X V- 2ax~^xZx~- x— — 1== — . 

d*z a b a+*-x a — x 

Este valor tambien es iofinito«»ep el supuesto de 
x=a ; y como en este caso la eeuaciod de la curva 
da zzz±l b, se sigue que la tangente de la elipse en 
los estremos del eje menor , es paralela al eje mayor . 
Lo propio sucede respectivamente en los estremos 
del eje mayor ? que entonces la tangente es paralela 
al eje menor . 
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La subnormal sera 



d z 



a — x 



b* 

= -(a-x). 



p _ 4 /p. 

— — 2 r > 

* 2* * 



PR=z — = — V 2 ax-—x 2 x—x — - - — 

dx a a ^/ 2 ax-~x ! * ~ 

Si x~a resulta PRzro como debe verificarse; pues 
en este caso la misina ordenada viene a ser*la nor- 
mal, yde consiguiente no hay distancia ninguna des- 
de su pie al de la ordenada. 

182 Supongamos ahora que la rarna de la curva 
AMM' corresponde a una parabola, euya ecuacion es 

* 1 dzr 

z 2 —px, que da —z 

dx 2 z 2 \/px 

de donde sacaremos para el valor de la subtangente 

PT=% — z=v^pxx2V^— = 2 T //// — =2V" x 2 =2Xi 

t dz P f 

que quiere decir, que en la parabola la subtangente 
es siempre igual al duplo de la abscisa correspondiente 
al panto de contacto. 

La subnormal sera 

— = 4 -\/p 2 =:|p} 



• X 



que manifiesta que en la parabola la subnormal e$ 
Qonstante e igual d la mitad del-parffirntro* . 

183 Sup on games ah, ora que la misma rarna de 
curva ccrresponda a' una'-hiperbolay cuy a ecuacion es 

b 2 

z 2 = ~ 2 (,2ax-hx 2 )^ - r 



que da 

dz b 2 2a-h2x b 2 ' a-t-x 



=— X- 
dx a 2 



2Z 



•=— X' 
a 2 






a-¥>x 



^ V zux-hX’ 2 °f V 7 
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Io que da para la subtangente 

b 



u, - — 7 — 7 a 2 ax-bx z 

_ PT=— V r 2ax-hx 2 x 1 -x = 

a b a-hx 



2ax-t-x 



rt 7 

:;I i;is£ 

a /■ 






y para la subnormal tendremos 



dz b 



b 



a-f-x 



PR=Z —==-7^ 2ax+x 2 x— X 

f . , a V' 2 ax~hx 2 



b* 

- ( a+3e ). 



184 Consideremos por ultimo la ecuacion general . 
z 2 =~x( 2 ax±:x 2 ) 9 

2 d 

que representa todas las secciones conicas , a saber: 
im circulo cuando-p=t2a y se_toma el signo — , que ;j 
entonces se convierte en z 2 — 2 ax — x 2 $ una elipse 
cuando se-toma el signo inferior^ una hiperbola cuan- 
do se toma el superior ; y una parabola cuando se 
supone 2a=zQO$ pues iiaciendo las operadones 



cadas se tiene z 2 =px±: 



px z 

2 d 



y siendo 2d— 00, desaparece el segundo termino y se 
convierte ,1a ecuapion en z 2 z=px. 

' Esto supuesto , diferenciando sera 

" j:o -dz p 2d±2x p a=tx 

. dx 2 d 2Z 2d 



VI 



—(2 axdzx 2 ) 



v 



£ 5 - 

2d 



a±x 



\/ 2 dx : 



de donde sustituyendo y simplificando , sale 

PT=a— = , y PR=z— = "(azhx). 

ds5 a±:x dx - 2 d 

185 Con estas formulas es sumamente sencillo el 
firar tdngentes a Ids curvds. En efecto, dado el punto 
de contacto , por medio de sus coordenadas se calcu- 
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lara la subtangente$ y tirando por el estremo de esta 1 
y el punto de contacto una linea , esta sera la tan- 
gente j y la perpendicular a esta eO el puntode con- 
tacto sera la normal. Tambien se puede calcular la 
subnormal, tirar despues la normal , y ; la p^rpeh'di-' 
cular a esta en el punto de contacto sera ,1a tangente. 
Si se diese desde luego la subtangente o subnormal,! 
y se buscase el punto de contacto para iirar la tan- 
gente , se sustituiria en su ecuaeion 1 el : valor dado, 
se despejaria la abscisa , y se tiraria |a ordenada 
para obtener el punto de contacto. : * 

1 86 Siendo el arco MeM/ (fig. 37) diayor que la 

MeM' ' ' ' 

cuerda MM', la razon- de la diferencia del ar-- 

i - MQ - ; 

co CM a Ja diferencia de la abseisa eorrespondiente 

MM 7 ' ’ ’ ^ 

AP, sera mayor que la razon ^^de la cuerda 

* *•' • y,0» A r f»‘ •<.> OC-kf'N 

MS * " ' 

a MQ , 6 que su igual — — a causa de los triangu- 

los semejantes MM'Q,MPS; pero cuanto was se -a-^ 
cerque el punto M' a M, tanto mas- la cuerda ‘MM 7 
se acercara a confundirse con el arco MeM'j por con- 

. . - MeM*' - ' • 

siguiente tanto mas la primera _ r - — de esta razones 



MQ 



MS 



se acercara a la segunda , de manera que su di- 

PS 

ferencia Jlegara a ser menor que cualquier cantidad 
dada, por pequena que sea j de dondc concluiremos 

que el limite de la segunda de estas razones, 

MT 

sera igual al de la primera 5 luego la razon ^ 



©ee cl tiq 

Va’ : fangbnfe- a Id' sub tangent e de un punto cualquiera 

MeM' 

Mde uria curva , es el liinlte de la razon >dela 

, ¥Q 

diferencia -dd arco CM 4 id diferencia de la abscisa 
correspondiente . 

De bolide seinfiere que si llamamos A ad arco de 

£ J M d A MT 
iina carva cualquiera CD > sera ; 

iiorcn::rihriO'; i: )v.. j : P* f> 

pero los 'triangulos semejantesTPM y MPR,. 

• ■ r ■ 



, MT RM ” * 

aau_-^-r=— :• 79) 

,■ PT MP . ' J 



" - dz. a :• 



13 



ItH 



d* 2 ' 



W4 
"d£ 

A\ ; ist! 



Iuego --j2=r / 1 ~ h ~r~r > y 

'**' dx 2 . . 





dx 2 | 


& 


dz 2 



dx* 



• O- B‘ 



\Atac 2 -i-d« a . 
idiendo la ecu 
^ue sacamos (178), se tendra 



....... . dA MT , d* PM 

Dividiendo la ecuacibtr-f--= — - por la ■ — = - — , 
d* PT dac PT 

h7 col JA ziec v 



d A MT. . _T T . „ . 

■d 7 _PT ■' d~A MT MR 

d£ — PM ’ ° dT — PM PR * 

dT W 

esto es , la razon de la tangente con la ordenada , 6 
de la normal con la subnormal ~de una linea curva , es 
el Itrnite de la razon de la diferencia del arco d la di - 
ferencid'de la ordenada . 

187 1 Hetnos dieho (9$) que por el centro de la 
hipeVbola se pueden tirar uhas lineas , en tal dispo- 
sieion que la curva : se va acercando continuamente 
hacia ellas, y jamas las puede encoutrar, y que es- 
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tas. lideasj sell^maiv. a$fyitqt#$ y. que es ( lo r^nsmo que' 
si dijesemqs tangentes al infinito. 
r. ' Alii -iieinos jomitidq el det0rtidnarias , s parqu^ los: 
metoda£- son complicados , y lo dejamos para hacer-i 
lo par.elx'alcudd diferqnciat/que las: deter u}ina con, 
la mayor facilidad. . 

tbiMi ;En efecto r vsi!la^.uryacAC ( fig. 4 q) tieae.una 
asintota BF r; a medida que las coordenadas x , z , au- 
mentan los -puntos T' ? L * dondje, la- la&gePie -MT; 
encuentra ’ a sus’- ^jes, se acercan continuamente a 
sus limited xespecti vos B , E , -sin qjxeJ&ngspUedan 
confundirse con eJtlcskJPor consiguiente para cono- 
cer si una curva^cuya ecuarcion es dada , tiene al- 
guna^nitota, y . en - caso qvie la tenga determinar 
su jpnsiqiQn , jeAkts.aninaxdn. los valor es de- ATy y> 
AL~/eh valores de x 6 z por medio de la • ecudei'on de 
la curvayysi hqciendo x 6 ZzzzQQ ' result an Jos limi - 
tejsifinitos.AB ? AM, laj'ecPaME quepasKpqr >. se- 
ra una asintota de la curvd AC^- V ,J 

Asi , lo primero que haremos sera hallar los va<« 
lores de AT , AL ? para lo cual {endreraos... 

,r rrv f%d5c'. 

. AT=PTr-AP=— — —x; 

^.0 ' Q.Z\_j 



y para AL los trianguios semej antes 

PMxTA Kb 



daran T^M::^A:AL^> 



TP: 






' . dx ' k . dx . ' dx ... " • ... ; 

dz dz 

De manera que si espresamos la primera por.y^ 
y la segunda por B ? los valo^cs que tomen estas 
cantidades en cada caso particular , determinaran 
dos puntos por donde se tiraran las rectas que se- 
ran asintotas de la curva. 
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*89 Ejemplo ; sea la curva una hiperbola ordU 

naria*. ----- - - • . • 

- Suponiendo en’A el orijen de las coordenadas , y 
Ilamando a al primer semieje y b al segundo , ten** 

, ■ * b 2 - ' ''dzT.Jb^a^xji - 

dremos «’==— fadx-hx 2 ), —— — - — ^ 
or ax a 2 z 



zdx 



a 2 z 2 ~ 2 ax^-hsc 2 ' xdz b 2 (ax-i-x 2 ) 






dz b 2 (a-hx) .a+jf/: dx a 2 z 

por lo que • . • 

ax'' } c:: a r 



^ dx 2ax+sc 2 ‘ L ' 

Tj dz M-^X ... . a-hx 



a 

— 4-1 

x 



" dz‘ b 2 (ax^hx 2 ) a 2 z 2 — b 2 (ax-f-x *) 

Bz=.z—x~-=iz 

dx . . \d 2 7* •: r— Of- 2 z- ; ; ^ 

iab 2 ^^b^^^ 2 ax^b 2 x 2 - bx ' 



ztab\/ zax-hx 2 - 

±~-- b ----- 



:\/ 2 ax-btf a 






2 a * 

-+-r 



que haciendo * infinita ^ resukan los limltes y 
B^zzhb j de donde inferimos que la hiperbdkiCAC* 
tiene dos asintotas BF r BF\ que parten del centro B 9 
y encuentran al eje de las ordenadas en los juntos E, 
<el uno, encima y el oiro - debaja delreje de • las abs- 
cisas ? d una distancia del punto de orijen jgual al se - 
%mdp semieje b.:- ’ :-i „ ,r c — 

190 Si el orijen de las coordenadas estuviese en 

7 '• * - : ■ u 2 b 2 'x^' c v 

el centro seria (§ 85) z 2 —~(x 2 -a 2 )=-~>-b 2 y 



dz 

d# 



b 2 x dz b 2 x 2 



a 2 z * 



da 



n ? 

arz 



dx a 2 z 2 
dz b 2 x 9 



riz 7 



3>sr» cXlcui^o »rraitEN<?iAS*'' 



dir : ' : -a?z*~b*x* &x*±a*b*~b*x* 

: j*r~ s ~~ z ~w x — = 



Bzzz- 



xdz a^z 2 — b 2 x 2 



ab 



<dx 



-r=pqp.: 



\/ x 1 — a 2 



yhadendo a? infinita resiritara A—o r B=dzo$ . 
per c^nsiguiehte la eu-r^a propuesta tiene dos- asm- 
tcotas , que pasan por el ofijeri B, la uria enclma y 
la otra debajo del eje BD. - - 

Pero ,eomo eatos dos valores solo determinan el 
eentro,,iylaun se necesita etro punto para-fijax la po- 
tffdon de la asintota, haremos ar'infinita en la espre- 

d z . 

sion— , que es (178) la tajngente trigonotnetrica del 
dx 

angulo MTD, y resuitara la del FBD que la asinto- 
ta forma con el eje de las abscisas,. Por lo qgersusti'tu- 
yendo tt^aior de z en el dei-cpebdeme diferetrei-al. 



f dz^ b*x ■ - 
tendreoios — =- 

dx arz 



b 2 x 



- — -h 



a 2 x: 









aV.pP—ti* ' n \S ^ 

a \ x m 



ibneiorH sun 

nk - r\-+-~v£ 



y hacieiido. x—ob , resulta la tangente del angulo 

• - b < 

FBD=d: — j tomando, pues, las Uneas AE, AE',’ 

CL . 

iguales &1 segundo semieje &, la rectas BE, BE', se- 
ran/las asintoias de 'la hipcrbola CACV -«' r ‘ 

19I Lbs puntos que se Hainan singulares en las 
curias , como igualmente la curvatura de estas en ca- 
da uno de sus puntos se deter mi na tauibien faeilisi' 0 
mamente por medio del caleulo diferencial. 
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I2J t 



De los coefitientes difetenciales de las superficies -cur- ] 
vilineas , de las superficies de los cuerpos de revolu- 
tion y y de los volumems de estos . 

192 Kasta aqui hemas encdritrado los coeficien- 
f e n c iafe s u kaf u nc i r o n x: u a Iqn isb a de xj aho* 

ra, como en una curva tal- como ia AF (fig. 4i),>eS' 
funcion de ia abscisa no solo la .ordenada PM, sipo;* 
t&abisk el arco'AM, la superfieie AMP, la super!!, 
cie y .el v o 1 u men - d e l e uer p 0 qUeorijiuaria AMP .al / 
jfrar^l rededor de AP: vamos a;enconnrar sua.coe^; 
frcientes diferenciales. De las dos prim.er.as ya los te- . 
nemos (17& y : i<$6); y asr, pasaremos ados de las tres 
liltimasi - • -d "> ‘-v v - . : - ; • .. 3 



Para esto llamaretnos s : a la superfieie AMP , ; y< 
concibiendo que/la:’ abscisa AP==x se convierte en 

"A « - MmI.. A-V .fvto ^ ( f I> ^ 



AP y ^ir 

entonces z=PM se convertira en z'sF'M'—s-f- Az. 
y la superfieie APM representada/por s\ se converti- 
ra en 5'zrrAP^^AFMH-PMeM^P^^^ 
y A* sera iguai a AP'M^APM^PMeM/P'j 
pero al pasoque Ax.disminuye ^ eLtrapecio rectilineo 
PMM'P' se va acereahdb a v Aj,,(fefflanera que podre- 
mos hacer que la diferencia entre dicho trapecio y el 
espacio mistilineo iguai ^oft Ai^dlegue a se’r.meiror^ 
<gi^1eualquier caqtickd dada; y cpmo;(L 35^) el tra^. 



peS„ 

2 \ 2 / 



:; %Sf 



A (az+A*)' / A A / 

— y,resuItaqueAx^ 

^ puede acefccar a Ar tanto como se r quiera ; 6 di- 
vidiendo por Ax, tendremo$. que z-t-^Az se podra 

acercar tanto como se quiera a — j luego los limi- 

f-. Ax. 

* cs estas. dos espresiones str an iguales j pero el 
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As dj 

Ixmite de z+%Az es z, y el de — - es 

2 Ax dx 

luego se tendra , 6 ds=:zdx; 
dx 

cuyo resultado manifiesta qu cast coeficiente diferen • - 
eta/ de la superficie APM , considerada como funcion 
de la abscisa AP, .es. igual ton la. ordenada . 

193 Si supouemos que la curva. AMF de una 
vuelta a! rededor del eje AC de las abscisas ,.y es- 
presamos por j ;ia. superficie que describe eL arco 
AM , la deserita por el arco MeM 7 seta la diferen- 
cia de s, y la;cuerda MM 7 describirzrun cono trun-, 
cado , cuya superficie, llamando *rr a la razon del 
diairietro a la circunfereneia , es; . \ . v : : 

/T -V : V r; Y mpam'pA 

(I. § 421 ) 27r!. Vt-T J 



xMM'r 



nsV • .-*j, : • 



2 

\ ^ / 



Az z ' 

Ax*. 



zvr^z-h— } xS/Ax?+Az 2 £ 

\ 2 1 

yipasando a la relation sera ; 

Siip.de trozobrijipo’r MM 7 Y b:y Az \ ■ / ; 

/ — =*«(*+• — 11/ in-. 

2. V ^ ^ 

Esto supuesto, si cotisideramos la superficie s co 
tpo/funcion de la abscisa x, ecjiaremps de ver que 
Quanto mas se acerquen Ax y^%,£ su liniite , tanto 
mas se acercara la superficie deserita por la cuerda 
MM' a la superficie As deserita pqr el arco MeM 7 * 

6 la espresion 

y que la diferencia de estas dos podra llegar & scr 
menor que cualquier cantidad dada, por pequenaque 



Aa 2 t As 

‘-S ? 4 h S’ 
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: sea ; de donde.concluiremos que el limits 



•I3f 



2*7?% V 14* 



dz 2 
dx 2 



As 



de la primera sera igual al limite — de la segunda $ 



por Io cual sera 



; a* \ / 

~ — ZZZTtzt/ I4-- 
dx r 



dz 2 

dx 2 



\ f dz 2 _ 

y dszz 2 itzdx\f zzzvtzS/ dx 2 +dz*. 

r dx 2 

194 Si llamamos v la funcion de x que espresa 
el volumen del cuerpo engendrado por el espacio 
APM, en su revolucion al rededor del eje AC, ei vo- 
lumen del cuerpo engendrado por el espacio PMeM'P* 
terminado por el arco MeM A , sera Av, y el cono trun- 
cado engendrado por el trapecio PMM'P' sera igual 
(1* 423 esc.) a 

PP A Ax 

5r(PM 2 4-PMxP / M / -hP / M /2 ) — ~< 7 r(z 2 +z%'+z /2 ) — 

$ l 

Ax 



z znr(7, 2 ^z{z^Az)^{z^Azy) — - — zz- 



-it($z 2 -bizAz~\-Az 2 y 



Ax 



•zzttI : 



z 2 -bzAz-t 



Az 2 






£&• *r, 

y pasando a la relacion se tendra 

Vol.orij. por trapecio PMM'P' / ; ■ Az 2 \ 

*— =7rl z 2 -bzAz-b h 

Ax V 3 / 

pero esta relacion se aproximara tanto mas a J^ — ? 

Ax 

cuanto mas se acerquen Ax y Az a su limite cero, 
de modo que su diferencia puede llegar a ser menor 
^ue cualquier camidad por pequena que sea 5 luegg 
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d?? 



s\is limites feran iguales ; y por consigiiiente — 

U5f 

esto es , igual d la superficie del circulo que describe 
la ordenada PM en su movimiento de revolution jy 
da diferencial dv del volumen sera, 4v=z e 7rz 2 dx. . 

DEL CALCULO INTEGRAL. 



JDe la integration de las funciones rationales dc una 

sola variable*. 

195 El calculo integral tiene por objeto, segun 
hemos manifestado (12$) , el determinar la funcion 
primitiva , dado el Ihnitede la relation entre el in- 
crement 0 de la funcion y el de la variable . De donde 
se deduce que siendo in verso del calculo diferencial, 
las reglas que se den para integrar , han de ser las 
opuestas a las que.se dieron para diferenciar. 

La esposicion de los principios de este calculo, 
presenta divisiones analogas a las que nos ofrecio el 
calculo diferencial j y asi como', r tratando de este, 
apiicamos primero las reglas de diferenciar a las fun- 
ciones esplicitas , tambien principiaremos estas inves- 
tigaciones por el caso en que el eoeficiente diferencial 
de la funcion que se busca , se da inmediatamente en 
valores de las variables independientes. Cuando el 
’eoeficiente diferencial de primer 6rden. de una fun- 
ciou de a:, viene espresado en valores de x, se tiene 

dz , . v 

—z=zX p 6 dz=Xdx, siendo X^Lx j luego la: funcion 
; dtf 

buscada es aquella cuya diferencial es Xdx, y se in- 
dica poniendole una / antes , con lo cual quisieron 
dar a cotiOcer los primeros inventores del calculo, 
que la funcion equivalia a la suma de las diferencia- 
les. Asi , z serd igual a f.Xdx $ y se ve que la carac- 
teristica f es la opuesta a la d. Para haliar esta fun- 
cion 7 es necesario iavertir las reglas de la diferencia* 
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cion; mas a fin de proceder con metodo , trataremos 
sucesivamente de las.diferentes fbrinas que pued« re* 
ner la funcion dada X , y que clasilicaremos en fun- 
ciones radonales , en. funciones irracionales 9 y ea 
funciones trascendentes , de este rapdo. . 

IAx m H-J3 x n -hC x ? 

Fuuciones radonales- J A x m x » +c x p ft 



m 



Funciones irracionales UyV n 9 

Funciones trascendentes F.(U ) LV) ? F.(U ) sen.V)>kre<, 

196 Supongamos . que el coeficiente diferential — 

d* 



este representado por el monomlo Ax m > y tendremos 

—=Ax m } de donde dz-Ax m dxj 
dx 

pero cuando tratamos de diferenciar un monomlo m 
que la variable estaba eievada a potencias , dijimos 
que se imltiplicaba el esponente cle la potencia por el 
mismo monomio , disminuyendo el esponente en una u- 
nidad , y multiplicand olo todo por la diferencial de 
la variable ; luego aqui debereinos e.stablecer las re- 
gias en un orden inverso, diciendo : supnmase la di~ 
ferencial r aimentese una unidad al esponente , y par - 
ta$e esto por el esponente que afectaba a la variable 
despues de aumentado en una unidad ; en virtud de 

dz 

cuya regia tendremos que siendo -rr-=zAx m y 

dx 



6 iz’=sAx m dx , sera z=:f.Ax m dx~ 



Ax m + l 
m~h 1 



Tomando casos particulars se tendra, que si 
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4 ax^ 

dzz=4ax 3 dx 9 se deduce z~z — - — zzax*y 

4 



x < &5c 10 bx l ° 

si d z“5yx%, sera z— as , \fc. 

IO 2 

197 Tambien podriamos deducir de cada regia 
del calculo diferencial, otra ciontraria en el integral^ 
pero ahora* solo notareinos que , pues la diferenciai 
de una funcionera la misma que la de la funcion a~ 
compafiada de una constante por via de suma 6 de 
resta , no sabemos si la integral de Ax m dx , es 

Ax m + l , Ax m ^ 1 

o es bB y 

?n-hl . Wrfri 

siendo B una constante cualquiera 5 y por Io tnismo 
debemos dejar. nuestra misma- duda espresada , ana- 
diendo a la integral que da el calculo una constante 
indeterminada que senalaremos' con la inicialCj y 

Ax m ~*~* 

diremos que f.Ax m dx— -~-- h-C . 

rn-h 1 



Esta constante se llama : constante arbitraria , por 
que cuando no hay ninguna circunstancia que la 'de- 
termine^ la podemos elejir a arbitrio. La integral que 
da el calculo / junta con la constante arbitraria, se 
llama integral completa. 

198 Cuando se quiere integrar una espresion, se 
debe dejar indeterminada la constante 9 y si se pide 
que la deter minemos , a lo q'Ue se suele llamar co7W- 
pletar la- integral , entonces se debe pedir la condicion. 

Asi , supongamos que se pida com'pletar la inte- 



Ax m ~*~ 1 

gral , de manera que sea igual con b cuando 

w-t-i - 1 



x—a $ entonces. sustituiremos a en vez de x en la es- 
presion 



m-i-i 



-hC 7 igualaremos esto con b ? yds 
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esta ecuacion despejaretnos C ; de modo que sera 

Au m + l „ 1 ■ . „ 7 Aa m +' 

hC=& , 10 que da C—b 

ra-bi in - M 

por lo que en este caso se tendra 

Ax m ~ h 1 7 Aa m -^ x 

f.Ax m ixzz hb . 

m-h I 777H-I 



199 Ahora , cuando ei calculo integral se aplica 
& alguna cuestion, entonces esta misma debe suini- 
nistrar la condicion con que se ha de detenninar la 
constante , de manera que el resultado no convenga 
sino a dicha cuestion. Para esto, lo que se necesita es 
conocer un valor absoluto de la integral ; pues res- 
tando de el la integral que da el calculo , tendremos 
el valor de la constante; el valor absoluto que se pue- 
de conocer en cualquier cuestion es saber que valor 
tiene la variable cuando la integral que espresa lo que 
indagamos , se reduce d cero ; y por lo liiismo vamos 
a manifestar que forma tiene entonces la constante. 

200 Supongainos que P sea la integral que da 
el calculo, y tendremos que P-t-C sera la integral 
completa; supongam'os ahora que sustituyendo en P 
el valor de la variable que ha de reducir a cero la 
integral completa , se convierte en (J , y se tendra 
Q-hC—oj lo que da Czzo— Q——Q ; de donde se de- 
duce que en este caso se completa la integral ana- 
diendo d la que da bl calculo , lo que resulta de susti- 
tuir en la misma que da el calculo el valor de la va- 
riable que reduce la integral completa d cero , y to - 
inando todo esto con un signo contrario. 

Asi, si nos propusieramos integrar la espresion 
(197) de manera que la integral completa se reduje- 
se a cero cuando xzzia , tendriamos 



AaP 1 ^ 1 



m-hi 



-bC= o , de donde Cz 



Ad m + l 



z~f.Ax m dxzz 



Ax m ~*- 1 Aa 



777-t-i 



- , lo que da 



777-i-I 



m-ba 



) 



9 
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i — a m ~ h i ) 
m h-i 



(M). 



Si la quisieramos completar de manera quc se 
redujese a cero cuando #=:o, tendriamos 

.-*-C=o , de donde C=o , lo que nos dice 

m-bi 

que cuando -la integral completa es cero al mismo 
tiempo que la variable, no hay termino constante en 
la funcion . 

Por lo que la integral f.Ax m dx > en el supuesto 
de convertirse en cero cuando x~o , es 

%zz 

m-hi 



(N). 



Cuando se senala en general la espresion f.Ax m dx, 
6 f.Xdx, siendo X=f(x) 9 se llama integral indeter - 
minadaj cuando en virtud de una de ias condiciones 
de la cuestion, se determina la constante como aca- 
bamos de hacer, se dice que se tiene ya la integral 
completa : de manera que las espresiones (M) y (N) 
son integrales completas de J'Ax m dxj la primera esta 
completada bajo la condicion de que toda la integral 
debe reducirse a cero cuando la variable xznaj y la 
segunda cuando la variable xzzzo ; pero dichas inte- 
grales aun no estan enteramente determinadas $ pues 
que cualquiera de dichas espresiones puede reeibir 
tantos valpres cuantos se supongan a la variable x, 
Ahora , cuando a la variable que contiene una 
integral ya completa , se le da un valor particular, 
entonces el valor que resulta para la integral, se lla- 
ma integral determinada . Asi es , que si suponemoS 
x=fi, en la espresion (M), sera 

1 1 ) 

zr (O), cuyo valor esta ya 

m-h i 



absolutamente determinado, pues que esta reducido 
d una cantidad tija y constante. 
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Suponiendo el mismo valor a 3; en la espresion 
AB m " i " 1 

(N), se convertira en zzz. (P); tam- 

tn+i 

bien queda de todo punto determinado. 

Para indicar las condiciones con que se pide el 
determinar Jas integrales , se acostumbra lo mas ge- 
neraimente el poner al lado derecho del signo / de 
la integral por la parte inferior el primer valor que 
se supone a la variable para determinar la constante 
arbitraria, y por la parte superior el valor que re- 
cibe la variable para determinar totalmente la inte- 
gral. Asi es , que f a BAx 7n dx espresa el valor (O), y 
f 0 BAx m dx espresa el valor (P). Las espresiones a y 
B de la primera, y 0 y B de la segunda, se dice 
que son los limit es entre que se toman las integrales, 

En general, suponiendo que una integral se ha 
de determinar primero completando la integral que 
da el calculo por el valor de x=o, y despues su- 
poniendo a la variable x ua valor X , se usa de uno 
de estos tres medios 

fx o f(x)dx , f{(x)dx f 0) d * (l ZIx y 

La primera de estas notaciones concebida por Mr. 
Fourier , es la mas simple y la que esta mas gene-* 
ralmente adoptada. 

No puedo dejar de indicar con este motivo que 
Mr Cauchy , de quien el calculo infinitesimal ha re- 
cibido muchos adelantamientos , acaba de pubiicar 
una interesante metnoria sobre las integrales deter-, 
minadas , tomadas entre limites imaginarios. 

De aqui en adelante quedara indeterminada la 
constante , a no ser que alguna investigacion par- 
ticular conduzca a lo contrario. 

201 Antes de pasar mas adelante conviene exa- 
minar un caso particular en que el valor de la es- 
presion (M) se convierte en § , que es aquel en que 
— 1 3 porque entonces se tiene 
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__ A(x°-a°)_A( i-i)_ o 

% o'* 

O O 

Para encontrar su verdadero valor es necesario 
recurrir a la regia (173) j y como hemoshecho ver 

a x —b x 

(i74)que se reducia a l.a — 1.& en el supues- 

X 

to de 5c“o ? tendremos que en el ejemplo actual, 
mudando las letras convenientemente , sera 
zzziA^Lx — l.a) j 

pero cuando wzz— 1 , se tiene d z=Ax J dx - y 
luego dzzz , da zzzA(l.x— -l.a), 6 z=Al.x-hC. 

X 

Lo mismo se hubiera deducido de lo dicho (156) 
dsc 

pues se tiene d'.lx = — j y manifiesta que siem^re que 



ei numerador de. una fraction sea la diferencial del de - 
nominador , esta fraction tiene por integral al logarit - 
wo ^e/ denominador . 

202 La escepcion que presenta aqui la regia 
(200) proviene de la iuiposibiiidad de espresar la 
transcendente 1.# por un nutnero finito de tcrminos 
algebraicos. 

Toda la dificultad de la integracion de las fun- 
ciones de una sola variable, corisiste en la . i lives ti- 
gacion de las transformaciones , propias para redu- 
cir las funciones propuestas a uno 6 muchos mono- 
mios,, a que se pueda aplicar la regia antecedente. 

Luego si se tuviese dzcz:ax m dx^bx f1 dx^cx^dx ? 
ballariamos inmediatamente (§ 196) 

bx^ 1 cx*+* 

1 1 hC, 

mrhi n - hi p-hi 

no anadiendo mas de una constante arbitrary , por- 
que si afiadiesemos una para cada monomio, juntas 
equivaldrian a una sola igual a su suina. .Kn gene- 
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ral, pues que hemos visto (113) que 
d.(ii-hv~^w)=du~hdv — du> , 
se debe concluir que 

/.(dzj-f-du — dw) d u-h f.dv — f.dzv j 
y que f.(Pdx +Qdx — Rdx^zzzf.Pdx-hf.Qdx — f.Rdx, 
203 Hagamos notar desde ahora una consecuen- 
cia que nos sera muy util en adelante, y es que in- 
tegrando separadamente cada terinino de 

d.ut—iidt-btdu (§ 134), da ut=f.udt-t-f,tduj 
lo que establece una relacion entre las funciones pri- 
mitivas de las diferenciales ndt , tdu> de modo que 
siendo conocida la una, la otra lo es taaibien, por- 
que se tiene f.udt=ut — f,t du y 



la diferencial d.~=— — u ~ (§ 1 36) ^ 
t t t 



u du udt 
dara igualmente i =/. — -/• 



de donde se sacara f.u — -= — - — h/. — . 

J t 2 t J t 

204 De que d.awzzadu (§ 131), 
se sigue que f.aXdxs=iaf.Xdx , 
cs decir , que se puede hacer salir del signo / la eons- 
tante a. 

Si nos propusiesemos dzn:(ax‘-hb) m dx ^ efectua- 
rlatnos la potencia indicada, e integrariamos cada 
monomio que resultase de esta operacion j pero eon- 
viene observar que se puede llegar al resultado sin 
efectuar eldesarrolkq para esto basta hacer ax-hb^z*& y 

1 j u—b du 

lo que da x—~ — , y djc= — j 
a a 

y sustituyendole en la espresiori de dz, , se convertita 

/ u m du . U^ 1 

en dzz=z , y- por consiguiente %= y 

a a (in -hi) 

y poniendo ahora en vez de u su valor, se tendra 
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Cax-bh)™-*- 1 „ 

hC- 

a(jn-bi) 

ao$ Pasemos ahora a las funciones fraccionarias; 
y con el objeto de principiar por el caso mas senci- 

. Ax m dx 

llo, supongamos que se tenga dz= ; 

(ax+b) n 

haciendo ax-±-b~u se halla xzn - — - . dx=z— ; 

a u 



y por consiguiente 



dz— 



A ("=!?) 

\ a / a 



■bfdu 



desenvolviendo la potcncia (w— b) m , multi plican do el 
resultado por du, y dividiendo despues por u w , se 
tendra una serie de monomios que podremos inte- 
grar por la regia dada (196). 

Tomeinos por ejemplo el caso en que y n~ 2, 

, , A(u — b) 3 du 

y resultara dz— — — =2 

J a*u 2 



~(udu — ib&u+ztfu ^ 1 du‘~b 3 u~' 2 du) ; 
aplicando a cada uno de estos monomios la regia ge- 
neral, resultaraziz^; ^l-sbu+sbH.u+bSu— »)+Cj 
y poniendo en vez de u su valor , se tendra por ul- 
timo z~--^(ax+b) 2 ^$b(ax+b)-h 

3 b 2 1 . (a jc+£?)-hZ? 3 (ax-b-b) 1 )+C. 
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T 3$ 



De la integration de las funciones irracionales. 

20 6 Las fiinciones irracionales se deben conside- 
rar como integradas , siempre que por medio de al- 
guna transformacion se hayan hecho rationales, 6 
al menos , cuando se han reducido a series de mono- 
mios irracionales $ porque entonces se les puede 
aplicar inmediatamente las reglas precedentes. 

Proponganiones por ejemplo la espresion 



d z: 



_ 3 _ 

__ (i+V x — * 2 )dxr 

y 

3 _ 

i+V/ x 



aqui advertiremos que si en vez de x se sustituye 
una cantidad que tenga raiz cuadrada y cubica exac- 
ta, entonces se convertira en una funcion rational^ 
luego si hacemos x=u 6 > resultara dx=<5u 5 dw , 

_ 3 — 3 3_ 3__ 

S/ x—s/ u 6 =zu3, \/ x 2 =\/ u 1 2 zrzu*, \/ x—\/'u 6 =u 2 $ 

. (ir^u 3 — u*) u 9-u 8 —u 5 

loque dadzrr- x6u 5 du=:— 6d^x $ 



I-f- 4 * 



1 -h-U 



que haciendo la division hasta donde se pueda , se 
tendra 

dzn — 6 [ u^du — w^du^-u ;5 ’d 44 - 4 4 dw^-w 4 d 4 >+du— — ) 
\ i-hu 2 / 

cuya integral teniendo presente (162) que 
dti 

/*Y^-^=grco (cuya tangentessu), es z=~6 

A 8 u? u 5 u 3 . A „ 

I — \ Hu— arc. (tang.su) }+C$ 

\ * 7 A 5 3 / 

6 _ 

y sustituyendo ahor^ en vez de u su valor \/x 9 
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6 _ 6 _ 6 _ 
se tendra %= — |.x\/^ 2 h-|^V^ x-+-x — 1-\/ x 5 -f* 

*6 _ 6 _ 

2\/x — 6v' < x-{-6arc.(tang.=V / x)-hC. 

De La integration de las diferenciales binomias • 

207 Bajo el nombre dc diferenciales binomias se 
comprenden todas las que son susceptibles de la for- 

1 

ma siguiente: dz—Kx m ~~ 1 dx(a-bbx n )‘!j en la cual po- 
demos suponer que m y n son numeros enteros sin 
dismiuuir su generalidad , y por consiguiente todo 
esta en averiguar en que casos se podra hacer racio- 

JP 

nal la diferencial dz—Kx m ~~ 1 dx(a-hbx n ) q j para es- 
to iiareuios a-hbx n ~u q , lo que dara 

/ 7 n \ T P n u<l ~ a (u q —a\ J n 

(a+bx n ) —uP, x fl —-y- ) x=l—~ J , 



diferenciando esta espresion se tendr£ 



m 

T) — a\~h 1 

i n„( 1 ) * 



mx" 



qu^ y d a 



m 



6 x m Mxzz — qvfl 
nb l 



— a, 



\ b 



m 

— - — I 



lo que dara d zzzKx^ut+t - 1 ” dw (N)< 
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Donde se ve que esta espresion sera rational siem~ 
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pre que — sea un numero enter o , y por consiguiente en 

este caso se podrd integrar $ pues la podremos desen- 
volver en una serie de monomios integrates cada uno 
de por si 

Asi , si queremos integrar la espresion 
dz~8x9dx(a-hbx s )z y 

como aqui seria 7n=io y n—$ 9 resultaria ^=2, 
numero enteroj luego esta formula seria integrate 
exactamente j y como aqui Kzz 8 , p= 2 , 5=3 , y 
u—a-hbx 5 , haciendo las sustituciones en la formula 
(N) , sera dzz=: 

———i 1 

3 / u 3 — a \ 24 /u, 3 — a\ 

V (~) ) 



^^(u 7 ~au 4 )du=— 2 (u?du — au 4 du\ 



24 



5 b 2 

lo que da 



24. 24 / u 8 au s \ 

»4„ 5> A 3 _f.V c= 

5 b \ 8 5/ 



5 b* 

24 



8 
24a 



208 Pues que no siempre es posible integrar la 

l 

foitiula f.x m ! dx(a-hbx n ) q , la idea que se presen- 
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ta al principio , es tratar de reducirla a Ios casos 
mas simples , valiendonos de la observacion que hi- 
cimos (203) acerea de que f.udtzzut— */.tdu$ porquc 
si se descompone la cantidad 

t 

x m *d x(a-hbx n ) Q 

en dos factores, de los cuales el uno le represente* 
mos por d t y el otro por u , se hara depender la in- 
tegration de la formula anterior de la de /.udt, que 
en algunas ocasiones sera mas simple que la pro- 
puesta. 

De la integration de las cantidades logaritmicas y 
esponenciales. 

209 Supongamos la formula dz=Pdx(l.x) tt , eit 
la cual P sea una funcion algebraica de x, y ten- 
dremos (203) , que 

z=/. Pdx(l. x)^=(l . x) tf /. Pdx — •/. d. ( 1 . x) n xf> Pdx ; 

y como P es una funcion algebraica de x, resultara 
que la /.Pdx sera exacta, y si la llainatnos N tendre- 
mos que f.Pdx=N$ 

y como por otra parte d.(l.*)«==n(I.,*)»— *x 

sustituyendo estos valores en la espresipn de % sera 

a=ZV(l.x)»— n/.— W. 

Ahora ? como N es una funciort algebraica , ten* 

dx 

dremos que la integral de N — tambien sera alge* 

x- « 

braica, y llamandola M resultara que como 

dx 

d.(l.x)* I =r(fj-— -i) — ~(l.x) ;i 

X 

la misma advertencia nos dara 
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/•-N(L»)«- i =M( 1. 3 c)«- 1 — («— i )/•-*(!. 

X X 

luego fczr/.Pdx(l. x) n = J\T{L x)* — nM(L x)* x -+- 

«(rc— l)x/. — (1.x)* 2 M. 

* % 

dx 

Pero si llatnamos L la integral de — M 9 

x 

la misma observacion nos dara 

/•— (l.ac)« — 2 M=L(1. x)*~ 2 — (n^2)/.(hx)«—3^;L; 

luego ^!=/.Pdx(l.«) tf =]V(L^)?^«M(Lx) ff ^ I H-* 

dx 

n(« — i)L(i.x)* 2 — n(ti — x)(«— 2 )/. — (l.x)* 3 L. 

x 

210 Donde se ve que continuando del mismo 
[ modo, cuando n sea un mimero entero , como se le 
han de ir quitando sucesivamente unidades, llegare- 
mos al fin a un factor n— -n , el cual siendo cero hara 
desaparecer el ultimo termino que se halle afecto de 
la integral $ y como todas las funciones N, M, L, t&c. 
son algebraicas, resulta que la funcion dz=Pdx(l.x) tf 
I tiene integral algebraica , siempre que n sea un nuy 
niero entero. Sea, por ejemplo dz=x OT dx(l.x) 2 , y 
tendremos* 

I.° f.x m dx= =d\Tj 

j IMH-I 



s.° /.W— =/• 

X 

dx 

3 -° 



x^ 1 dx 



X— ==/ dx= — =Mj 

W-HI <* W+I (?W~Hl ) 2 






X 



m-i-i 



-dx= - =L j 

(m+1) 2 (?/m-i) 3 



y Como el termino que deberia seguir , tendria por 
coeficiente 'n — a~2-*~2 , que en nuestro caso es cero, 



>> c 
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se sigue que ya no hay mas terminos, y resultara que 
■■ 4 ^^.ac ,i ^^t.») a s====^^ — 

ax 1 xL(l.*) 0 =x m + 1 — ^1 + — — 

Vm-hi (m- hi) a (??a-f-i) 3 > 

2ii Pasemos ahora a la integracion de las fun-* 
clones esponenciales $ mas prim^ro notaremos quo 
siendo U una funcion algebraica de a x , la integracion 
de dz-=Udx no presentaria ninguna dificultad j pues 
que haciendo a x =u tendriamos acl.azdi .u , 

de donde , dx=-^- 5 

La ul, a 

y sustituyendo estos valores se convertiria ds en ung 
diferencial algebraica con relacion a la variable u, 

a^d# 

Ast, si tuvierainos dz= — izznzij 
\/ i-+-a ,iX 

haciendo las sustituciones resultaria 
udu du 



dzz 



u\.a\/ i-±-u n La\/ i~bu n 
212 Si la ecuacion diferencial propuesta fuese 
&z~Pa x dx 9 se la descompondria en dos factores de 
cste modo a^dacxP j y siendo (§ 154) d,a x znl.axa x dx 9 
resultara que 

a x 

a x z=f.l.axa x dxrzLaf.a x dx , 6 f.a x dx= — ; 

l.a 

for lo cual tendremos 

x^^Pa x —^~f.a*j dP ( 0 >, &c. 

Haciendo dP—Qdx 9 dQ—Rdx , dR~Tdx , y con- 
tinuando la reducc.ion de antes , se hallara esta sc- 
rie zT=f.Pa x dz cm 



~Pa x - 

l.a (1/oT 



*77— rrRa^...i- — -f.UaVdxj 
M 3 (l.a}» 
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donde el'signo -+- corresponde si el termino ocupa 
un lu-gar impar ? y el — si ocupa un lugar par. 

213 La aplicacion de esta formula conducira a 
I la integral exacta , siempre que P sea una funcion 
[rational y entera $ porque entonces el mimero de las 



dP 

cantidades Q=—. — > R- 
dx 



dO m dR 

—r y T — ; ? &C, 

dx ax 



La Lor 

y continuando' la operacion se'hiallara 

Q=:nxn~ 1 y R-~n(n — i)x n i)(n— 2\xn $ 9 

de donde 



sera limitado, y la ultima 17 sera constante 5 y por 
cousiguiente f.Ua x dx se mudara ea 

' 'X ' ' 

Uf.a- x dx=Ux a ~hC. 

Sea por ejemplo P=x f * 3 siendo n un numero en« 
tero y positivo j con lo cual se tendra dP~nx n Mxj 
y la ecuacioa (O) se converiira en 



z~f.a x x n dx=- 



-f.a x xn J d^ 



i^fM x xi'*ix~a x (j- - 

\U 

»(n-i)(n— 2) 

— — — xx« 3 

(l.a)4 



nxn— 1 n(n — 1) 



(La) 2 (La) 3 

n(n — 1) i\ 

: -r )-hC. 

(1 .«)» / 



De /a integration de las funciones circtilares. 

214 Supongamos la espresion 
z=f.Xt dxxarc.(sen.=jc) ; si se integra al prin- 
cipio el factor Xdx , observando (162) que 



d.arc,(sen.=x)==- 



dx 



V 1 — x 2, 

I J haciendo f.XdxzztiJ ? se tendra 
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Udx 



/.ZdA7Xarc.(sen.=z5c)=:l7xarc.(sen.=A;)— t/;- 

s/\ i-~x 2 

luego la integracion de la formula propuesta, se re* 
ferira a una funcion algebraica si U lo es. 

dx 

Como d.arc.(cos.^=x)= 



y d.arc.(tang,=x)= l — 



dx 



V i— x 2 



1H-X 



2 > 



«e tendra obrando del mismo modo que antes , que 

Udx 

/.Zdxxarc.(cos.z=x)=rU‘xarc.(cos.==x)H-/ • ; 

; -.S/ I— X 2, 

Udx 



€ /.Xdxxarc.(tan.=:x)=:l7xarc.(tang.=x)^/ - 



i-Hxr 



y la integracion de estas formulas no dependera sino 
de una funcion algebraica , l9 siempre que U. lo sea. 

215.'. Para hacer algiina aplicacion, sea % un arco, 
y x su tangente, y por lo dicho (162) tendremos 

dx 1 

dzzz: -nzdxx — — =dx( I — x 2 -f-x4 — 4k$rf?* 8 teto) =s , 

i+x 2 1 -nr 2 J J 

dx — »x 2 dx-hx^dx— x^dxn-x 8 dx — x I0 dx-f-x I2 dxq:^fo 
e integrando (196) nos resultara 

x 3 x 5 x 7 x 11 x 13 

i S 1 zrz'&c. 

3 5 7 9 M 13 

donde tendremos el arc'o espresado en valores de su 
tangente , y no le ponemos constante , porque el arco 
es cero cuando lo es su tangente. 

Dei mismo modo se p uede ha liar el arco en va- 
lores de todas las lineas trigonometricas , y esta6 en 
valores de su arco , pero aqui no nos detendremos 
en esto , y solo daremos una idea del niodo de rec- 
titicar la circunferencia por medio de la formula 
anterior. 
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Para esto, observaremos que sen.3o°=§ , 
y cos. 30°= \/ 1 — i=V / |=-iV 3 i 

sen. ; o f 1 

y como tang.= , sera tang. 30°=^— 

cos., \ V 3 \/ 3 

luego susutuyendo este valor en la espresion ante- 
rior, nos fes.ultara arco de 30°= 1 . , ■ -i- 

V 3 3 X 3V / 3 

I I I I 0 

< — _ j-&c. 5 

5x3 % Vl 7 X 3 3 \S 3 9 XI J W 3 iixl s Vl 
y como la semicircunferencia equivale a seis veces 
el arco de 30% multiplicando por 6 , sacando el fac- 



tor cornua — — , y simplificando por V' 3 3 sera 



$emi C=2\/3 x(i 



&c)j 



3x3 5x3® 7X3 3 9x3 
calculando 72 terminos de esta serie , y haciendo las 
operaciones necesarias, hemos hallado en nuestro tra- 
tado elemental (tom. II. § 647) , que 

semi 0=3,141 59265 35897932384626433&C. 
Este valor esta sacado en el supuesto de ser el 
■radio la unidadj por lo cual si tomamos ahora el 
diametro por unidad , este mismo valor sera el de 
toda la circunferencia , la cual sera 

0=3,141 5926535897932384626433&C. que es 
el valor de que hemos hecho uso en la Geometria 
elemental. 



La notacion que hemos dado a conocer (§ 200) 
para indicar las integrales determinadas , se usa muy 
frecuentemente en la resolucion de los problemas 
de Fisica j y como aun no se halla espresada en nin- 
.guna obra elemental de calculo , no juzgo inoportu- 
no el detenerme algun tanto sobre este punto , a fin 
de que los principiantes se familiaricen bien con di- 
cha notacion , y puedan comprender las importances 
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aplicaciones que se hacen del calc ulo infinitesimal a 
los diversos ratnos' de la Fisica. 

Con este objeto, observare que, pues — - es 

\/ 1 ' — Z 2 

(§ 162) la diferencial del arco cuyo seno es z , re- 
s-uka, que integrando sera 
dz 

f. — arc.(sen.=z)-i-Corcjf. (a)$ siendo 
Sf 1 t—z 2 

Const . la consume arbifcraria. 

.Esta espresiou, conforme esta, es lo que hemos 
llamado (§ 200) , integral indeterminada . 

Si queremos espresar , que el valor de esta inte- 
gral se ha de etnpezar a contar desde el parage en 
que z=o , esto quiere decir , que la integral debe 
reducirse a cero euando zzno j lo que da para coLii- 
pletar la integral o=arc.(sen.=o)-l-Co>ijr.j y corno 
euando el seno es cero , lo es tambien el arco , re- 
euita que Const. =0 j -luego la integral cotnpleta de 
la espresion (a) , es 

c dz 

f . — =are.(sen.:=:z). 

\/ 1 — z 2 - . 

Esta integral ;aun no esta determinada $ pues que 
s'egun varie z , se tendra un valor particular para 
ella j pero si supondmos que se quiera encontrar 
el valor de esta integral euando en ella se hace z=zij 
como el arco cuyo s ; eno es igual con la unidad, es 
tin cuadrante 6 fgr.resulta que ±<rt sera el valor de 
la integral 

dz 

f. — ; suponiendo que se principle a 

\/ 1—z 2 

contar desde el parage en que zm o hasta el parage 
en que %=i ; y segun la notacion que heuios es- 
presado (200) , este modo de detenninar la integral 
1 dz 

se indica asi: fo — : —~ tt . 

\/ Irr-Z 2 



v 
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Si ;hubiesemos querido contar esta integral des- 
de el parage en que ssrrf , esto nos queria decir, 
que la integral completa se reducia -a eero cuando 
; por lo que , en este caso , la ecuacion (a) nos 
dara para deterdrinar la constante la siguiente ecua- 
cion.' o=arc. (sen. =±)rfrConst. $ lo que nos da 
Const.=-~ arc^sen^f); y como el arco que tiene por 
seno la mitad del radio, es el arco de. 30 ° 6 de ±<rr 9 
resulta que Const — .arco de 30°= — 

Por lo que se tendra para la integral completa 
dz 

en este caso / — arc.(sen.=s) — |vr. 

\/ 1—7? 

Si queremos ahora determinark enteramente , 6 
hallar su valor cuando ztzi 9 como el arco que tiene 
por seno la unidad es un cuadrante, resulta que 

. 1 dz 

f — r=arco de 90 6 — £«nr=:f*r~ i 7 r=f?r. 

•|\/ t—z* 

Como la diferencial del area ciiyo coseno es z f 
dz 

e$ — ; -■> integfando4 sera 

dz'"' 

f^—±=^z^arc;(cos i =zz)+Cotfst. 

V t^Z 2 ! 

Si, para determinar la constante * suponemos 
que la integraLse reduce a cero, cuando i&zri , ten- 
dremos o=arc.(cos.=i)-f-Cow5t. j pero el arco, que 
tiene por coseno la unidad.j es el arco cero j luego 
aqui resulta la Const. = o $ y por lo inismo se tendra 
para el valor de la integral completa 

'■ dz ; ■ 

J ~ — - =arc.(cos>=a) (£)$ y suponiendo 

S/ l—Z 2 - ‘ • • - OQ' 

ahora que z—o ? como el arco que tiene cero por 
coseno es un cuadrante 6 , resulta en este caso 

r " ° dz ' 
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Si quisiesemos determinar la mistna integral (?) 
para cuando se tuvieae zr= — i , esto es 7 que qui- 
sieramos hallar el arco de circulo que principia en 
el punto. enque su coseno es i , y acaba en el punto 
en que su. coseno llega a ser — i , resuita que como 
el arco cuyo coseno es la unidad negativa, es igual 
a una semicircunferencia y 6 a nr, tenemos que ea 
—I d z 

erstecaso/ — — =frr 

1 \/\ —z 2, 

Como la diferencial del arco cuya tangente es 

es igual con , se tendra - 

d Z 

/ -==arc.(tang.i=x)-+Con5f, (7). 

i+z 2 . 

Si suponemos que esta integral se principle a 
contar desde el punto en que; la tangente z=o , en- 
tonces quiere decir que la integral se reduce a cero 
cuando la . variable ' es cero j por lo que Const.zz: o, 

dz 

y la integral complete seri f f~r^==arc.(tang.3=:a)a 

I-KZT 

Ahara* si-queremos tomar el valor de esta inte- 
gral cuando z=oo , no tenemos mas que averiguar 
que. arco de circulo tiene la tangente inimitably co- 
mo este es el arco igual a un cuadrante 6 a %*g } se 
CO dz 

tiene que /„ — — * . 

I-K& 

Supongamos que.se quisiese contar la integral 
desde el punto en que z = — 005 esto es , supon- 
gamos que la integral se J reduzca a cero \ cuando 
2= — 00 , y tendremos para determinar la constante 
de la ecuacion (7) o=rarc.(tang.m:— oo)-\-Const. j pero 
el arco cuya tangente es el. infinito negative , ,.es un 
cuadrante tornado negativamente j luego la'ecuacion 
anterior se convierte en 0==.— ^vr+Const.? * 
que da Const, ^ y la integral completa de la 
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ecuacion (7) sera ea e&te caso • 

f— ^ r =arc.(taflg-.=x) 

Si queremos-ahora acabar de- determinar '^esta 
integral, supohiendo que el estremo del arco sea el 
parage en' jq s= od , resulta que como el arco 
cuya tangetft£ es infinita, es uri cuadrante , se tendra 

^t-.oo d z 

por ultimo f — 

r oo i4-z 2 

Bien percibida esta notacion eri lbs casos espre- 
sados, no eostara ya n.inguna dificultad entender el 
sentido de las~demas *que se puedan encontrar. > 
El dar a conocer los medios que ha encontrado 
Mr. Cauchy para determinar las integrales entre 11 - 
mites imaginarios., lo .reservamos para otro lugar. 

Aplicacion del calcido integral ~ala cuadratUra de las 
curvas y y> a. su rectific'acion'y a* la cuadraturd de 
las superficies curvas y y a la valuacion de los vo - 
lumenes cpie comprenden. 

21 6 Puesto que la diferencial del espacio com- 
pr'e’ndido eiitre las cbordenadas de una curva y el 
arco correspondiente , esta representada (192) por 
J&dx, y que % e&‘una funcioii de la abscisa 3 c , que 
podfemos representar por X y resulta que el proble- 
ma general de la cuadtatura de las curvas , se re- 
duce a la integration de la diferencial X&x. 

Vamos, ^pues , a hacer aplicacion a las ciirvas 
que hemos considerado. Sea en primer lugar el cir- 
culo (fig. 42) euya ecuacion considerando el orijen 

en a y . es. z 2 ^z2ax — x 2 , 6 z=zh\/ 2 ax — x 2 $ , 

luego (192) la diferencial del segmento aPN sera 

2ax — 3c 2 =dx(2a5c — jc 2 ) 2 =:d5cxx 2 (2u~7^)‘ 5 ’j 

”1 • 1 ■' . 1/" 

pero desenvolviendo (146) en serie (2^— Sb-tiene 



